Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



p 



n 



* I 



1 



aRAO. R. R. 3 

QA 

■ L<L2.Ç<s 
11 03 



EXAMEN 



DES 



DIFFÉRENTES MÉTHODES 



EMPLOYÉES POUR RÉSOUDRE 



LES PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE, 



11 



I 



EXAMEN 



DES 



DIFFÉRENTES MÉTHODES 



EMPLOYÉES POUR RÉSQUDaB 



LES PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE; 



eN 



^x 






Pau or lamé,'-/ :":*' 

llLiVE IlfGiNIBUR AU C0AP8 ROYAL DES UlVEê* 



PARIS, 

««■ y COURCIER, IMPRIMEUR-LIBRAIRE, 

rue du Jardiaet-Saint-André-dea-Arci. 

1818. 



AVERTISSEMENT. 



CiET Ouvrage était projeté depuis long-temps et 
devait être plus considérable; mais diverses circon-» 
stances m'ont forcé de le mettre au jour ayant de 
l'avoir complété; Tordre et la justesse des idées 
doivent s'y ressentir de cette précipitation, et cette 
seule considération m'eût empêché de le publier, 
s'il ne m'avait paru contenir quelques théories nou- 
velles. 

L'expression analytique de la communauté dln* 
tersection des lieux géométriques ; la détermination 
complète des courbes et surfaces du second degré 
par la Géométrie descriptive, lorsqu'on donne un 
nombre suffisant de leurs points; la théorie des 
courbes et surfaces représentées par les équations 

»* : a*-Kr* : &*= i, et x- ; a*4-j^* : 5*+ «* : c*=i, 
sont les parties de cet Ouvrage qui me paraissent 
mériter le plus d'attention. 

Quantaux réflexions qu'il contient^ j'avoue qu'elles 
m'ont été suggérées pour la plupart,' par les pro- 
blèmes que j'y ai fait entrer, tandis qu'au contraire 
des réflexions générales auraient du me conduire 
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au choix des exemples. Il aurait fallu du temps et 
beaucoup de talent pour taire disparaître complète^ 
ment Fapparence de cette inversion , et je ne pos- 
sédais ni Fun ni l'autre. 

Au reste, j'abandonne celte Êdble production a 
la sage critique des professeurs j j'espère qu'ils y 
trouveront quclqueis principes généraux pour la 
solution des problèmes, et que, dans mon ouvrage , 
jusqu'aux fautes qu'ils si^aleront , tout pourra con- 
tribuer à l'avancement de leurs élèves.. 
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le GJcqI infinitésimal s'est enrichi du Calcul integnl. 
Pour isoler la multiplicité des solutions d'un problèmes 
Lagrange a fiiit paraître la théorie générale des Equa- 
tions. Pour traduire en Géométrieles résultats de l'Ana- 
lyse y "HL Monge s'est immortalisé en inventant la Géo^ 
métrie descriptive; el c'est encore pour mettre la der- 
nière main à cette grande oeuvre des Mathématiques y 
que le même auteur nous a donné son Analyse appli- 
quée« 

2. Qu'on ne conteste donc plus aux mathématiciens 
le désir d'être utiles, puisque leurs principales décou-* 
vertes ont été fiâtes dans l'intention d'étendre les ap- 
pËcations des sd^ices exactes. PTestH^e pas pour enn 
ployer 1. aicyl i„fiaiU«.«l à I. ^éJ^Ttion d« 
mouvemens célestes , que Newton di^ute à Leâbnits 
rhonneur de l'avoir invmté? N'est-ce pas dans les 
mêmes vues, que MM. Laplace, Legendre, Poisson ^ 
et tant d'autres, complètent cette riche partie de l'Ana- 
lyse? N'est-ce pas à l'idée de perfectionner l'Architec* 
tm*e, la Mécanique pratique, la Peinture et plusieurs 
autres arts, que nous devons en grandepartie la décou- 
verte de la Géométrie descriptive? 

3. Dans l'enseignaient des sdlences abstraites, la 
meilleure méthode à prendre neserait-elle pas de suivre 
la marche deFinvention? Aprèsavoir démontré les théo- 
rèmes, les rapports principaux qui existent entre les 
nombres, entre les lignes, les surfiices, les solides de la 
science de l'étendue, on devrait s'étendre sur l'appli- 
cation des r^es, des principes démontrés à la solution 
des prohibes, s'attacher à fidre remarquer l'insuffi- 
sance de ces connaissances premières, la nécessité d'en 
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créer d'autres; F Algèbre j soit pour généraliser rAritli- 
métique, soit pour écrire les relations dictées par la 
Géométrie, viendrait ainsi à sa place. Pour exprimer la 
coexistence des angles et des côtés des figures rectili-- 
gnes , on ferait sentir l'utilité d'inventer «une Trigono^ 
métrie qui fit entrer dans l'Analyse des longueurs ou 
des rapports de longueur au lieu d'angles , afin de ne 
point détruire lliomogénéité du calcul. Lorsqu'en pour- 
suivant l'étude de l'application de l'Algèbre simple à la 
€^métrie , on serait arrivé à considérer des lieux géo- 
métriques, aies chercber lorsqu'ils sont inconnus, on 
imaginerait alors l'application de l'Analyse à la Géomé- 
trie de Descartes , qui basée sur les découvertes précé- 
dentes , donnerait un plus vaste champ aux idées ma- 
thématiques , à la solution complète des problèmes de 
Géométrie. Enfin, après avoir considéré les sections 
coniques, les sur&ces du second ordre, la discussion 
des lieux géométriques de degrés supérieurs exigerait 
xm moyen général d'étudier les affections d'une courbe 
en un de ses points particuliers, par celle de toute li- 
gne osculatrice en ce point, plus simple à considérer 
que la proposée ; c'est ainsi que l'étude du Calcul infi- 
nitésimal viendrait tout naturellement terminer celle 
de l'Analyse mathématique en général. 

On ne ferait plus aux sciences abstraites le reproche 
quelquefois fondé de considérer des choses toujours 
nouvelles, sans &ire apercevoir ni le but vers lequel 
elles conduisent , ni la liaison naturelle de leurs par- 

li<5S. 

Cette coordination des diverses branches des Mathé- 
matiques en ferait mieux concevoir toute la richesse , 

I.. 
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toute Fimportance. Les nombéux pr<^làimd qu'on 
devrait proposer soit pour exercer les connaissances 
acquises, soit pour fidre sentir la nécessité d'en acqué- 
rir de Bouvellesi auraient encore rinunense avantage 
d'habituer le mathématicien à surmonter les difficultés 
de son ifft^ à inventer les moyens de renrichir, et c'est 
peut-être à la manière de présenter les découvertes 
passées , que la postérité devrait d'en voir ai]^[menter 
le nombre. 

4. L'enseignement des Mathématiques devrait être 
uniforme dans toutes ses parties , et c'est ce qui n'a 
lieu que jusqu'à un certain point. Les élémens et les 
haules Mathématiques scmt présentés d'une manière 
bien différente. Dans les élémens je comprends l'Arith- 
métique, la Géométrie, l'Algèbre et l'application de ces 
deux dernières parties. Quant à la Géométrie descrip- 
tive, le Calcul in&iitésimal, l'Analyse appliquée, elles 
constituent les Mathéricitiques transcendantes. Cha- 
cune de ces deux branches distinctes a donc sa Géomé- 
trie, son Calcul, et l'application de ces parties princi^ 
pales. Dans la première on voit souvent la Synthèse pré^ 
férée; cette méthode énigmatique semble entièrement 
bannie de la seconde. File constituait la méthode des 
anciens 9 les modernes ont adopté l'analyse comme le 
plus sâr moyen d'augmenter leurs nombreuses décou-* 
vertes. Les propositions de la Géométrie proprement 
dite se succèdent àans aucun but évident d'utilité; la 
Géométrie descriptive au contraire a été inventée et 
conduite par la pratique. L'Analyse de Descartes, telle 
qu'elle est exiseigaée , offre les propriétés des lignes les 
plus simples , sans presque donner l'occasion de les uti« 
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Bser, tandis que TAnalyse de Monge ne volt que pro- 
blèmes à résoudre et donne le moyen de trouver les 
lieux géométriques I plutôt que celui de les discu- 
ter* 

Pour remédier & cette dissemblance qui est toute à 
l'avantage des découvertes récentes, ne pourrait-on pœ 
présenter, livec les élémens, qertain^ emplois de leurs 
théorèmes 9 qui pussent diminuer la sécheresse de leur 
étude? Ne pourraitron pas compléter l'application de 
r Algèbre à la Géométrie, par une foule de recherches 
curieuses qui conduiraient naturellement à cette dis- 
cussion des lieux géométriques, dans laquelle on a &it 
c^ntièrement consister cette partie des Mathématiques? 

On pourrait , en commençant par l'étude de la ligne 
droite , fidore voil* les constructions auxquelles peuvent 
donner lieu la position respective de deux lignes sur 
un même plan , leur angle , leur parallélisme , leur per- 
pendieularité; considérer des longueurs déterminées, 
les partager en parties qui aient entre elles des rapports 
doniiés; combinant ensuite la ligne droite avec le oc»*cle, 
étudier leurs contacts , en construire de particuliers , 
&ire remarquer dans les segmens capable Fimmense 
avantage des lieux géométriques; passant à l'ensemble 
de plusieurs lignes , construire un triangle quand on a 
des données suffisantes, &ire entrer successivement 
parmi ces données les hauteurs, les côtés, les angles^ 
les lignes qui opèrent leurs bisections, les sommes, 
les différences, les produits, les rapports de ces difie* 
rens élémens de la figure proposée^ présenter des cas 
particuliei^ d^ la circonscription , de l'inscription des 
figures rectOignes . et circulaires ; en proposant des 
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lieux géométriques conduire à la discussion des lignes 
du second degré ; étudier les intersections , les contacts 
de ces nouvelles courbes, capables de jeter le plus grand 
jour sur leur théorie ; enfin ne rien négliger dans toutes 
ces applications pour fiiire remarquer Paccord constant 
de l'Algèbre avec la Géométrie, accord qui permet de 
confier au calcul le soin de découvrir de nouveaux théo- 
rèmes. 

Il faudrait principalement s'attacher à donner quel* 
ques méthodes générales pour la solution d^un pro« 
blême , suivant la manière de l'aborder , de la conduire 
au résultat, et de traduire cette dernière partie dans te 
langage de l'énoncé. C'est sans doute ce qu'il j aurait 
de plus difficile; la multiplicité des moyens dont la 
Géométrie y dont rAlgâ>re même peuvent se servir pour 
arriver au but proposé, la variété des questions, tout 
contribuerait a élœgner les méthodes générales ^ mais 
on pourrait, il me semble, classer les problèmes suivant 
les ressemblances plus ou moins grandes de leurs 
moyens de solution, et l'on parviendrait peut^tre, si^ 
non à ime méthode unique, èsa moins à un compose 
fini de moyens difierens, que l'on pourrait regarder 
comme ^néraux vil leurs nombreuses applics^tions. 

Tel est le but que je me propose dans le cours de cet 
Ouvrage. Je commencerai par récapituler les moyens 
de la Géométrie simple pour résoudre les problèmes ; je 
lui associerai ensuite le calcul. Je rendrai les principes 
([ue je présenterai plus clairs , plus fi^ppans , par quel- 
ques exemples ; si les solutions que j'offi*e ne sont pas 
les plus simples, les plus élisantes, elles fourniront à 
mes lecteurs au moins un énoncé à travailler, et je 
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m'applaudirai ea disant mal, dWoir procuré & d'au* 
ires Foccasion de bien fidre* 

Analyse et Synthèse. 

5. UArithmétique est une des sçieiices abstraites où 
Ton suit mieux la marche analytique; les règles, les 
opérations, se démontrent à mesure qu'on en a besoin, 
et Ton y voit toujours le but proposé. Dans la Géomé- 
trie au contraire on se dirige sans s'en apercevoir 
vers un but caché ; on démontre des propositions dont 
on peut avoir besoin dans la suite, mais dont on ne voit 
nulle application immédiate. Ce n'est pas ainsi que les 
premiers géomètres ont été conduits vers leurs décou- 
vertes; une analyse pure fut toujours le guide des in- 
venteurs. La similitude de position de deux lignes pa* 
rallèles par rapport à une sécante fit sans doute naître 
cette théorie fondamentale de la science de l'étendue , 
dont on a déduit tant de théorèmes sur les angles, sur 
les sm^fdces, sur les solides. Mais c'est peut-être au peu 
de rigueur de l'Analyse en démontrant les découvertes 
primitives que nous devons l'invention de la Synthèse. 
On craignait de laisser subsister des doutes sur les pre- 
miers principes des sciences exactes, et l'on, a mieux 
aimé essayer de- détruii*e ces doutes nuisibles par la 
Synthèse quetie laisser entrevoir par l'Analyse les traces 
des vérités qu'on voulait démontrer rigoureusement. 

11 existerait cependant un moyen de suivre partout 
là rigueur mathématique sans s'éloigner de la route 
supposée des inventeurs; ce serait de conduire au prin- 
cipe qu'cm veut fidre connaître par des raisonnemens 
Ibndésii sur qa^ques axiomes, et partant ensuite du 
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théorème obtenu, démontrer son existence, aa géra- 
ràlilé par une méthode tout-à-iait synthétique; les 
vérités seraient ainsi doublemoit prouvées , et les pn>^ 
blêmes complètement résolus, puisqu'on jr répoiidrait 
en donnant et la recherche de la solution et sa vérifica- 
tion. 

Quoi qu'il en soit, cette méthode doit toujours être 
suivie dans la manière de présenter la solution d'un 
problème. L'Analyse éclaire ainsi la Synthèse; la Syn^* 
thèse, de son côté, éclaircit les passages que l'Analyse n'a 
pour ainsi dire qu'effleurés. 

6. La manière d'étudier les sciences abstraites sous 
le point de vue de leurs applications , consiste à réca- 
pituler les moyens qu'elles fournissent pour la solution 
d'un problème, pour la réponse à une question propo- 
sée. Elles doivent donc non-seulement démontrer les 
rapports des quantités qu^elles considèrent , mais encore 
apprendre à déterminer certaines de ces quantités 
inconnues, lorsqu'on donne les relations qui les lient 
à d'autres quantités de même espèce. La (géométrie 
s'attache plus particuUèrement à la première partie, 
l'Algèbre s'occupe principalement de la seconde. 

Voila pourquoi la difficulté de résoudre \m problème 
par FAlgèbre, consiste seulement dans la manière de 
traduire l'énoncé dans son propre langage, ou, pour 
parler algébriquement, dans la mise en équation des 
données et des inconnues de la question proposée. 

Yoilà d'où vient aussi que la solution d'un problème 
de Géométrie sans autre secours que la considération 
de ses figures, est souvent si pénible à trouva:. Cest 
que la science de l'étendue donne bien des propositions, 
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âes théorèmes qui expriment les rapports des élémens 
d^une figure quiconque, mais n'enseigne point direc- 
tement à isoler les grandeurs inconnues, à les détermi^ 
ner par le moyen des données , que l'Algèbre au contraire 
commençant son ouvrage où la Géométrie semble avoir 
terminé le sien , part des équations primitives et au 
moyen de transformations générales, conduit à des 
équations finales qu'elle présente à la Ctéométrie pour 
traduire la solution, et la démontrant syntbétiquementi 
prouver l'exactitude du résultat obtenu. 

La recherche d'un problème de Géométrie est en 
général composée de trois parties : la mise en équations, 
la résolution des équations , et la vérification de la solu^ 
tion. La Géométrie s'occupe de la première et de la 
dernière de ces partie?, l'Algèbre se charge exclusive* 
ment de la seconde. 

7* Une solution est dite présentée synthétiquement, 
Iorsqu'énoncéed'abordonenprouvel'exactitude,soitpar 
une méthode inverse de celle qu'à suivie l'Analyse pour 
la trouver, soit enfin parla démonstration àl'absurde. 

Il peut arriver qu'en énonçant géométriquement les 
relations qui existent entre les données et les inconnues 
d'un problème, la solution s'en déduise immédiatement ; 
mais bien qu'elle ait été trouvée sans l'intervention 
de l'Algèbre, la marche qu'on a suivie pour y arriver 
n'en est pas moins analytique. 

L'habitudedenevoir queSynthèse dans la Géométrie, 
a &it penser que tout proMème résolu par la Géométrie 
simple l'était synthétiquement; mais il est constant 
qu'un problème quoiqu'il soit, ne peut être trouvé que 
par Une méthode analy tique« C'est toujours le raison^ 
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nement qui conduit à la découverte, et non pas la Je- 
couverte qui conduit au raisonnement. 

Pour prouver synthétiquement une proposition , on 
rénonce d'abord , et ai Ton en déduit une vérité déjà 
connue, il n'est plus permis de douter du principe d'où 
l'on est parti ; pu acquerrait la même certitude , si partant 
de résultats absolument contraires au proposé , on était 
conduit dans tous les cas à des conséquences évidem- 
ment absurdes. Mais de ce que la Syntbése suppose la 
chose existante et la démontre ensuite, ilne&utpas coU"* 
dure, comme on le ait quelquefois^ qu'une solution est 
synthétique lor&qne pour la trouver on a d'abord 
supposé sofi existence. Pour être en droit de lui donner 
ce nom , il Ëiut énoncer entièrement la manière de la 
construire, ou ce qui revient au même, la valeur de Tin- 
connue du problème; il faut de plus la démontrer im-* 
médiatement. 

Proposons nous , par exemple, dé trouver lec6té du 
décagone r^ulier inscrit dans un cercle donné. Le pro- 
blème sera résolu analy tiquement si , supposant d'abord 
connu le triangle ABC (6g. i), qui a son souunet au 
centre du cercle donné , et pour base le côté AB cher- 
ché, j'en déduis que chacun des angles à la base étant, 
double de celui du sommet . la ligne BM qui partagerait 
l'un de ces angles en deux parties égales , diviserait le 
rayon opposé en deux segmens, dont l'un CM serait le 
coté cherché; que ces deux segmens étant proportionuels 
aux deux côtés du triangle adjacens à l'angle divisé, la 
ligne qui opère cette biaection partage le rayon en 
moyenneet extrême raison , et que par conséquent Jecûlé 
iticounu est la plus grande de ces deux parties. Lit çolu- 



tîon du même problème sera au contraire présentée 
synthétiquement si , énonçant d'abord que le coté in-- 
ccNtmu y ou la base AB du triangle ABC , est la plus grande 
des deux parties qui composent le rayon AG divisé en 
moyenne et extrême raison y j'en conclus que la ligne 
qui joindrait le point M de cette division avec le somr 
met B opposé au rayon AG, partage Pangle B en deux 
parties ^ales, et que par conséquent dans le triangle 
isoscele ABG, les angles à la base sont doubles de celui 
du sommets 

On voit donc que dans la recherche analytique d'un 
problème de Géométrie, on suppose ordinairement la 
figure construite, mais que Ton ne donne point dîïec-* 
teïnent Fénoncé delà solution. Cette simple rappositicm 
correspond à celle dePAnalyse algébrique . qui confiiste- 
à combiner l'inconnue comme si sa valeur était déter- 
minée* En un mot, dans l'Analyse on part de cette hy- 
pothèse , que la construction existe , pour U trouver , 
tandis que dans la Synthèse on donne la construction , 
on la prouve ensuite, et son existence est pleinement 
démontrée* 

Marche à sidi^re dans la recherche de la solvtion. 

8. II seroit impossible de donner une méthode géné^ 
raie, pour trouver complètement par une analyse pu- 
rement géométrique, la solution d'un problème de 
Géométiie qud qu'il soit. La nature de la question, le& 
diverses circonstances qui peuvent exister entre les 
données, influent trop sur les résultats, pour ne pas. 
faire varier le moyen d'y sffriver. Gependant il existe 
des principes à suivre qui sans être généraux , ofirent 
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pea d'exceptions, des périodes qui sont communes à la 
recherche d'un grand nombre de problèmes, et qui 
dcHvent par conséquent être conduites de la même ma- 
nière; c'est de la récapitulation de ces differens détails 
dont nous allons maintenant nous occuper. 

Il &ut toujours commencer par eonçeToîr, ou tracer 
l'espèce de figure que l'on cherche à construire rigou- 
reusement; de la considération de ses élémens, on dé- 
duit des relations entre les inconnues et les données, 
relations qui peuvent déterminer les premières par des 
constructions supposées prouvées en elle^mêmes. Tel 
est le problèmeprécédent sur le côté dudécagone régulier 
inscrit ; nous avons conclu de certaines relationsentie les 
angles du polygone dffloandé, que son côté serait trouvé 
si l'on savait diviser une ligne en moyenne et extrêmes 
raison. Si donc on suppose cette question résolu^, le 
problème proposé le sera paiement*. 

9* C'est presque toujours en &isant dépendre la so- 
lution d'un problème de celle d'un autre plus simple, 
cette seconde d'une troisième , et ainsi de suite^ que Fou 
parvient à une question dont la réponse est évidente. 
On réduit ainsi la proposée à une plus simple expression, 
et l'on pourrait comparer cette marche méthodique à. 
celle que l'Algèbre emploie pour résoudre une équation 
à une seule inconnue , où par des transformations 8uc«- 
cessives, elle parvient à isol^ l'inconnue. La seule dif- 
férence, c'est que l'Algèbre donne les moyens généraux 
de diminuer ainsi la difficulté du problème, que la Géo- 
métrie va souvent au hasard pour en trouver de très 
particuliei^ , et qull arrive qudqudbis qu'elle compËque 
l'énoncé au Uea de le simplifier» 
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Pour fiore sentir les différens degi^es par lesqaels on 
descend^on problème assez compliqué, à une question 
dont la réponse est évidente y nous nous proposerons le 
problème suivant. 

Problème. Dans le triangle ABC (fig. 2), mener une 
droite DE telle, que les deux segmens non €$dfacens 
entre eux DB et £G et la ligne DE eoient dans dea rap* 
ports donnés. 

Soit DE la ligne demandée, soit menée parle point 
D, DF parallèle à AG; par le point G, GF parallèle a 
DE i par les points B , F k droite BF jusqu'à la rencontre 
de AC en Gj on aura 

AG:AB::DF:BD::EC;BD. 

Ce rapport étant donné , il est aisé de construire d priori 
le triangle ABG| et le problème proposé semblera dé^ 
pendre de la question suivante : 

Le triangle ABG étant donné, et un point C sur la 
baseAG, mener une ligneUF parallèle d la base, telle, 
qu'en Joignant FG onait DF llPCllmln,ou dans un' 
rapport donné. 

Maintenant si par le point ù on conçoit GX parallèle 
à FG jusqu'à la rencontre de BC en X, on aura 

GX: FC ::BG: bf ::ga :fd, 
tfoù gx:ga::fc»:pd::ed:ec. 

Ce dernier rapport étant oonnu, la solution cherdiéc 
dépendra de nouveau de celle de ce 3^ problème ; 

Trouver sur la ligne BG un point X tel, que GX 
soit d GA dans le rapport de deux lignes p et q. 

Enfin cette dernièrequestion est &cile àrésoudrelors* 
qu'on sait construire une 4^ proportionnelle à 3 lignes 
données. 



^ I 
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En effet , on construira une t^ proportionnelle aiix 
lignes qy GA^ et p; du point G comme centre avec celte 
ligne pour rayon , on décrira un arc de cercle qui cou- 
pera la ligne BC en deux points X et X' satis&isant aa 
S^problème; joignant GX ^ menant CF parallèle à cette 
droite, FD à AG^lea^problèmeserarésoluj enfinmenant 
DE parallèle à CF, le problème proposé le sera pareille-* 
mentv Puisqu'il existe deux points X satis&isant au 
3^ problème , il existe aussi deux manières de répondre 
it la question primitive. De ces deux solutions, la pre- 
ipière DE sera comprise dans Fangie BAC, la seconde 
D'Ë' dans son opposé par le sommet. D'après cette con-* 
struction les li^es DE, DB, EC sont dans les rapports 
donnés ainsi que les lignes D'E', D'B, E'C, comnre il 
serait d'ailleurs aisé de le démontrer synthétiquement« 

Le problème général de la détermination des sur&ces 
du second ordre par la Géométrie descriptive^ nous 
donnera par la suite un exemple encore plus frappant 
du prinâpe que nous venons d'énoncer. 

lo. H arrive assez souvent que le problème auqud 
on descend, n'est qu'un cas particulier du problème à 
résoud|*e. On sait par exemple que pour trouver le 
centre d'iûi cercle tangent à trois autres dont les centres 
seraient c, c\ d'j et les rayons R, E^ R'', il suffit de 
cherçber le centre d^un cercle passant par le point <P 
et tangent à deux autres ayant pour centres c et c^, et 
pour rayons (R sb R'^) (R' db R'Q ; nouveau problème qui 
n'est qu'un cas particulier du premier, puisque le point 
c'' peut être considéré comme un cercle de rayon naL 
I^ous pouvons en donner un autre exemple dans la so« 
lution suivante. 
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PftOBiJsME. É^ant donnés les deux côtés ad/acens à 
Vangle A du triangle ARC{î^. 3), etla ligne AD dont 
la direction partage cet angle en deux parties égales^ 
construire ce triangle. 

Soit ABC le triabgle demandé j si l'on conçoit pat le 
point D, DF perpendiculaire sur AD jusqu'à la ren- 
contre de AB en F; par le point G une parallèle CE à 
c^tte ligne, on aura A£= AG, par conséquent BEsa 
AB-— AC; etcommeonadcplusEF:FB:îDC:BD 
:: AG : AB, le point F est aisé à déterminer à priori : 
cette ligne AF étant connue, pour trouver l'angle A et 
par suite le triangle ABG, il suffit de résoudre ce nou- 
veau problème, cas particulier du proposé : 

Problème. Étant donnés le côté AF d'un triangle 
isoscèle FAF' et la perpendiculaire AD du sommet sur 
la base, construire ce triangle. 

D'après cela, l'angle f A sera déterminé en construisant 
un triangle rectangle dont AF serait l'hypoténuse, 
AD un des côtés , l'angle total s'ensuivra , et le problème 
proposé sera résolu. La Synthèse donnerait aisément là 
vér^Bcation de cette solution. * 

lu II y a des problènves de Géométrie où l'on est 
analytiquement conduit à construire une figure sem- 
blable à celle que l'on cherche , et dont les élémens sont 
pris parmi les données. Par exemple , si connaissant les 
troishauteorsd'un triangle, onproposaitdeleconstruire, 
on pourrait être ainsi conduit à la construction. 

Soient A, h\X' les trois hauteurs ; a, a', a" les trois 
c6tés inconnus : les rectangles ahj a'h\ ci^W^ représen*^ 
tant chacun le douUe de la aur&ce du triangle demandé, 
aont ^ux entre ev». On eu déduit les proportions 
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ala^ Il h' l hy al a^' i: h^' Z h; on peut donc construire 
un triangle semblable au proposé, si h' est dans cette 

figure le côté homologue à a, A et -p seront les homo* 

logues de a' et de a". Connaissant ainsi les angles du 

triangle demandé , le reste de la solution n'offi*e plus de 

difficulté. 

Méthode inverse. 

13. 11 ne Êtut pas confondre ce cas particulier avec 
cette méthode connue sous le nom àHnverse, qui con* 
siste à renverser Ténoncé, à prendre pour données les 
inconnues, et réciproquement. En résolvant ce nouveau 
problème, on construit une figure semblable a celle que 
l'on cherche ; si Ton connaît ensuite une s^e ligne de 
cette dernière, il sera 6cile de la construire elle*méme 

C'est surtout quand il s'a^t d'inscrire dans un poly- 
gone donné une figure semblable à une autre aussi don* 
née, que l'on préfère la méthode inverse à la méthode 
directe. La circonscripticm des figures semMaUes ayant 
l'avantage d'oflBrir par les scgmens capables, des Heux 
géométriques , des sommets du polygone à construire. 

S^U s'agit , par exemple , d'inscrire un quadrilatère 
dont on connaît les angles et le rapport des cotés dans 
un autre quadrilatère donné, on pourra renverser l'é« 
nonce et se proposer de circonsoire à un quadrilatère 
donné, un autre quadrilatère semblable à une figure 
aussi donnée. 

Supposons qu'il fiiille cii*conscrire à ABGD (fig. 4) 
un polygone a'b'c'd! sraoblable à abcd. Le sommet a' 
devra se trouver sur le segment capable de l'angle a , 
construit sur l'un des côtés du quadrilatère ABGD sur 



le côté AB par exemple , et si de plus l'angle 6' = ô doit 
correspondre au côté AD, on pouiTa construire sur le^ 
côtés DA, A6, BG, des segmens capables des angles b 
o ) c du second polygone , sur lesquelles circonférences 
devront se trouver les sommets inconnus du polygone 
cherché. Si l'on pouvait déterminer de nouveaux lieux 
géométriques de ces mêmes points , le problème serait 
résolu. Or soient h\ c\ a Vies points satisfaisant à la 
question ; la droite a'b^ passera par le point A , la ligne 

A'C par le point B, de plus on doit avoir -7-7= -^== t« 

Soit A' le second point d'intersection des deux cercles 
AD^', ABa', tous les triangles qui auraient leur sommet 
en A', et pour base une double corde telle que a'A6' 
fieront semblables , puisque leurs angles en af et b^ au- 
raient tous pour mesure la moitié des mêmes arcs A A^; 

le rapport -rp que nous représenterons par ^ pourra 
donc être r^rdé comme connu; par la même raison , 
le rapport —r7 ^=3: - sera fitcile à déterminer; on en dé- 
duira— /g? as - • - • ?; ïnais si Ton partage Tare A'B' en 

deux parties égales au point M, et que Ton conçoive 
a'M, cette ligne partagera l'angle Va! A! en deux par- 
ties ^ales^ et par conséquent la base A'B' en deux par^^ 
lies A'N et B'N, proportionnelles aux deux côtés A'a', 
Va! y ce rapport étant connu , il sera &cile de trouver à 
priori le point N , par suite la ligne MNa', nouveau lieu 
géométriquedu point a'; joignant a'Bc', a'A6', 6'D, c'C^ 
le problème sera résolu. L'inverse s'en déduirait aisé- 
ment. Ce problème est susceptible de huit solutions^ 

2 
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deux pour lesquc^Ues l'angle a oorresponcl au coté Â&^ 
et deux pour diacun des «lutres eôtés du quadrilat^^ 

ABGD. 

On résoudrait encore par Tinverse et de la même 
manière 9 la queatitm suivante. 

Proklèjie. Quatre droites étant données sur un 
même plan, mener unetranspersale telle, que les trois 
parties interceptées soient dans des rapports donnés. 

i3l. Dans l'exemple précédent , le rapport des deux 
figures semblables exigées par la méthode inverse, est 
absolument indéterminé ; mais on peut lier quelquefois 
ces deux parties, de manière à fidre disparaître cette 
indétermination ; la constractton n'en est que {Jus âé- 
gante, et il n'existe plus, pour ainsi dire, rien d'indirect 
dans Fanalyse de la qilestion proposée. Soit proposé 
de construire un cercle assujéti à passer par deux points 
donnés , et à couper une droite sous un sèment capable 
d'angle xx>nnu. 

Si M et N sont les deux points donnés (fig« 5), AB la 
ligne domiée, que MNAB^t le cercle qui satis&it à la 
question; on pourra construire sur MU un sèment ca- 
pabie de l'angle connu ; et si l'on conçoit prolongées les 
lîgnesBN, AM jusqu'àlarencontredece lieu géométrique 
en A^ et B', il sei^ aisé de prouver que les quadrilatères 
MINAB, WSA'V sont semblables, et les lignes AB, 
A'B' para Hèles. Soit C le centre du cercle inconnu , G' 
celui du cercle MNA'; ils se trouveront tous les deux 
suï* la perpendiculaire élevée sur le milieu de MN, la- 
quelle droite viendra couper la ligne AB en un point P, 
aitué dans la figure MNA, de la même manière que le 
point P' d'ii^itersectikm de GP' perpendiculaire sur AB 



et de BIN, l'est dans la figure semblable NMA^ Or, lès 
points Py P' sont iàdles à déterminer; le point A' de la 
figure A'B^ y homologue au point M de k figure MNA ^ 
sera connu , en &isant Fangle CP'A' as QPM* Con- 
naissant le point A', la ligne A^B' parallèle à AB, et les 
droites BIIAA, AONB achèveront la solution. 

Avantage de la Géométrie. 

1 4- S^il n'est aucune marche tracée pour la recherche 
de la solution d'un problème^ par la simple considéra*^ 
tion des figures, cette incertitude est peut-être une des 
grandes richesses de la Géométrie. Il arrive souvent en 
efiet, qu'en suivant une certaine route pour allée à la 
découverte, on r^conire la solution d'un problème 
difierent du proposé , qu'on n'eût sans doute pas trouvé 
aus^ ÊLcilement , s'il se f&t agi de le résoudre directement. 
Qui doit-on donc le plus admirer, ou du çakiil qui 
commence ses travaux avec confiance, et finit presque 
toujours par répondre à la questicm , ou de la Géométrie 
qui paît sans rien promettre, et revient quelquefois 
oSrÎT avec la solution du problènie,/ celle de plusieurs 
autres qu'on ne lui demandait pas, et qu'elle a recueilli 
sur son passage? 

Dans JLa proposition précédente, la similitude des 
deux quadrilatères ABMN , Afh'MN et le parallélisme 
des lignes AB et A'B', fournissent un moyen très simple 
de construire un <piadrilatère inscriptible dans un cercle 
lorsqu'on en connaît les quatre côtés* 

Soient les quatre côtés MA=a>ABss£,BN=:o; 
MN=::d D'après les considérations précédentes, on 

aura AB=6, AB'=ii4- j^, A'B'ss j,A'B= c+^ 
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pour les quatre côtés du trapèze ABA'B', à la constrttc« 
tien duquel se réduit le problème proposée» On peut 
trouver directement ces quatre lignes en fonction des 
données, par une construction très simple; il suffit de 
former un quadrilatère quelconque , ayec les quatre Ion- 
gueursdonnées , sur le côté d comme homoli^e au côté -. 
by construire im quadrilatère semblable; les lignes 

A il d 

a Ty Cry d-r seront les homolc^es de a, c, dj pour 

trouver le trapèze ABA'B', soit conçue B'Q parallèle à 
A'fi, AQ sera la difféi*enœ AB— Â'B', AB' le côté a 

•4- T-, B'Q le côté c -+- -x-,j on pourra donc construire 

à priori le triangle AB'Q , par suite le trapèze , et enfin 
le quadrilatère inscrit proposé. 

On déduira aisément de la solution précédente, la 
démonstration de ce théorème. 

Théorèmb. Dana tout quadrilatère inscrit, les dia-^ 
gonales sont entre elles comme les sommes des rec^ 
tangles, des côtés qui aboutissent d leurs extrémités. 

En effet, les triangles ANB', A'MB sont semblables 
et donnent les proportions AN : MB :: AB' : BA' :; a 

jLieux géométriques. 

1 5. Les questions de Géométrie se réduisent presque 
toujours à la recherche d'un ou de plusieurs points. Uu 
point est ordinairement déterminé par l'intersection de 
deux lieux géométriques , sur lesquels il jouit de deux 
propriétés différentes et réunies. Ce n'est guère que lorsr- 
que ces lieux géométriques peuvent se réduire à la ligue 
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droite on au cercle, qu'il est poBsihle d^employer nçe 
analyse purement géométrique, pour déterminer le 
point demandé, attendu que les constructions synthé- 
tiques ne sont regardées comjtne rigoureuses^ qu'avec 
l'emploi de la règle et du compas. Or^ comme les pro« 
« priétés de tous les points d'un lieu géométrique , sont 
les seules qui puissent donner lieu à son emploi, et que 
les propriétés de la ligne droite et du cercle sont très 
limitées , on conçoit aussi une limite pour la quantité 
de problèmes de Géométrie qu'on pourrait résoudre 
avec la ligne droite et le cercle , du moins dans ce qui. 
concerne la détermination d'un ou de plusieurs points ; 
il est même beaucoup de ces problèmes que l'on pour- 
rait attribuer à la Géométrie pure, parce que leur con- 
struction ne suppose que la con naissance de ses premiers 
élémens, et qui n'en ont pas moins été déduits de 
l'Analyse algébrique. U est vrai que la Géométrie con- 
duit aux mêmes résultats ; mais dans ce cas , son analyse 
participe un peu des propriétés pour ainsi dire enig- 
matiques delà synthèse ; c'est le grand dé&utdela Géo- 
métrie quand elle veut concourir avec l'Algèbre. 

i6. En un mot, parmi les lieux, géométriques, il n'est 
guère que la ligne droite et le cercle, considéré sur- 
tout comme sèment capable, dont on puisse attribuer 
la découverte à la Géométrie. C'est en étudiant leurs 
applications à la solution des problèmes , sur-tout à la 
construction des triangles, qu'on a dû remarquer l'im- 
mense avantage des lieux géométriques , et c'est sans 
doute cette remarque qui a donné naissance aux re- 
cherches feites sur les sections coniques, et enfin à cette 
analyse sublime de Descartes, où d'une propriété corn- 
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miine k Umâ les points d'une courbe^ <m déduit son 
eiLpre8iBi0n analytique» 

Pour donner cependant un exemple de là découverte 
d'un lieu géométrique, par la seule considération des 
données, soit proposée la question suivante : 

Problème. Trouver le lieu géométrique décrit par 
un anneau pesant M (fig. 6) mobile sur une corde QMC 
de longueur constante l, dont une extrémité € est fixe, 
et T autre Q assujét^ à descendre suivant une verti" 
cale AV. 

Lia direction verticale à^tme force imprimée à l'an- 
neau mobile , doit diviser en deux parties égales Fangle 
QMQx formé par les deux cordons partiels QM, MG; 
c'est-^-^lire que si on prolonge la ligne GMQ' jusqu'à la 
rencontre en Q' de la verticale AV, le triangle QMQ' 
sera isoscèle ; on aura donçQM ssOTML et CXJ^= QM + 
CM = /; le lieu géométrique demandé est donc la droite 
GQ' hypoténuse du triangle rectangle AGQ', Êicile à 
construire ^puisque AG et CCyss./ sont connus.. 

Il arrive souvent qu'en étudiant les propriétés d'une 
figure, les cas particuliers d'un théorème, on découvre 
comme par hasard un heu géométrique ; la méthode 
qui l'a ainsi déterminé est toujours analytique , puisque 
le raisonnement seul y conduit. Par exemple, en étu- 
diant les propriétés des tangentes communes à deux 
cercles, on pourra condure la réponse à la question 
suivante : 

Problème. Etant donné un point et un cercle^ trou* 
uer le Ueu géométrique du point qui partagerait en 
deux parties, dans un rapport constant, la ligne menée 
du point donné, d Vun quelconque des points de la cir^ 
conférence. 
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Quoi qu'fl en sait , cofnnae il ne fiut pas toujours s'a t* 
tendre à ces découvertes dnfaasard, lorsqu'un Heii géo^ 
métrique est prorposé^ il vaut mieux leoherclier d'abord 
par Piapplicatton àé FAlgebre à la Géométrie; et s'il 
participe de la ligne droite ou du cerde, en pourra 
ensuite interrogar la Synthèse pour vérifier la solution^ 
Toute propriété du cercle ou de la ligne droite, trou- 
vée par l'Analyse algébrique, et mise au nombre dés 
propositions géométriques, soit par la Synthèse, soit 
par toute autre méthode purement géométrique, doit 
reculer les bornes de la science/de l'étendue ^ dans la 
solution des problèmes, puisqu'elle lui fournit de nour 
V^eaux lieux gé<»nétriques , ou pour ainsi dire dé noû- 
Telles coordonnées pour déterminer les points inconnus. 
Si on Toulait conserver à la Géométrie l'honneur appa- 
rent de la découverte , il &udrait laisser entrevoir lajroute 
qu'elle eût pu suivre pour y arriver; mais cette nouvelle 
méthode analytique serait peut^tre aussi loin de la 
route naturelle de l'inventeur, que la. Synthèse même. 
Par exemple, l'Algèbre seule à dà trouver que le lieu 
géométrique du point dont les distances à deux points 
donnés, saraient dana un rapport constant, est une cir- 
conférence de cercle; la> Géométrie pure n'a &it que le 
prouver ; et si Ton voulait forcer son analyse à donner 
le même résultat , elle conserverait toujours une certaine 
apparence énigmatique^ quidévoilerait son impuissance. 
On pourrait en effet aborder ainsi qu'il suit, larc^ 
cherche de ce lieu géométrique : soit M (fig. 7), un de$ 
points du lieu géométrique , AetB les points donnés tek 
que Von ait AM:MB:: a: ^ rapport donné; la ligne MN 
ifoi opère labisection de l'angle M, pa^se constamment 
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pur le pomtK,qaipartageABendeuxsc^ens ANetBNy 
proportioimelsauxlignesAet C. Si Foneonçoit^NI^paral- 
lèleà BM, NQà AM, le parallélogramme MPNQ sera 
un losange; la diagonale PQ sera donc perpendiculaire 
sur le milieu de MN; si donc O est son point de ren- 
contre avec AB , on aura ON = OM ; d'ailleurs le paral- 
lélisme des lignes AP et NQ, QB et PN donne ON:OB 
::PN:QB::AN:BN; la ligne ON ou OM ne dépend 
donc que des segmens constans AN et BN , elle est donc 
constante. Le lieu géométrique demandé est donc un 
cercle Êicile à déterminer. On pourrait sur AN et BNf 
construire des triangles équilatéraux ; la ligne qui join-^ 
drait leurs sommets irait passer par le centre O du 
cercle çberché, dont ON est le rayon. 

Si Yon proposait y étant donnés quatre points A , B^ 
Cy D en lignée droite, de trouver hors de cette ligne un 
point X tel, que les lignes AB, BC» CD, y soient vues 
sous un même angle, la recherche du lieu géométrique 
précédent donnerait pour la construction de ce pro-* 
blème^ l'intersection de deuic cercles* 

1 7. Concluons étendant que , lorsqu'il s*àgit de dé- 
terminer un heu géométrique, la position d'ime ceilaine 
ligne, d'une certaine surface, par rapport à d'autres 
lignes, d'autres surfeces données^ on doit préférer Fapr 
plication de l'Algèbre à la Géométrie. Cette méthode 
consiste principalement à mettre les problèmes en équa- 
tion, c'est-à-dire, à l'énoncer algébriquement. Ufaut 
ensuite manier les équations, les données primitives, de fa» 
çon à obtenir des résultats prompts et satisÊusans, but que 
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Von n'atteint pas aisément. Cependant la marche sâreet 
méthodique de cette analyse ^ la aymétrie y la variété des 
éliminations y conduisent à des équations finales o& la 
réponse à la question se trouve écrite. Ainsi parvenu 
au résultat algébrique^ il reste à le traduire dans le 
langage de l'énoncé proposé; c'est la le terme^ le fini de 
l'ouvrage ; mais souvent l'éçueil du Mathématicien, un 
obstacle que la solidité du raisonnement peut seule sur- 
monter. 

Il ne fiiut pas croire cependant , qae cette partie soit 
toujourslapierrede touchede la sagacité mathématique. 
n est des résultats extrêmement simples , des problèmes 
dont l'Analyse semble se jouera et pour lesquels elle ne 
croit pas nécessaire d'avoir des secrets; c'est sur-tout 
q[uand la Géométrie simple peut répondre d'elle-même 
a la question, que l'Analyse est si docile ; cette dernière 
est en effet le guide du Géomètre; et quand il s'avise de 
marcher sans elle vers un but quelconque , elle semble 
lui prouver I par sa simplicité, qu'il serait arrivé plus 
vite s'il eût suivi ses conseils. 

U faut étudier l'énoncé d'un problème de Géométrie, 
avant de l'exprimer en Analyse; commencer par écrire 
les données , par les mettre en équation. S'agit-il d'un 
point? deux conditions, deux coordonnées sufiisent 
pour le déterminer sur un plan ; il en faut trois lorsqu'il 
est situé d'une manière quelconque dans l'espace. S'agitp- 
il d'un lieu géométrique continu? il sera exprimé par une 
ou deux équations aitre trois variables. Si c'est une ligne 
plane, il suffit d'une seule équation qui établisse une 
relation entre les deux coordonnées de chacun de ses 
points. C'est ainsi que l'Algèbre traduit un énoncé géo* 
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métrique dans 6on propre kngage , pour le présenter^ 
pour le travailler ensuite à sa manière. . 

Viennent ensuite des éliminations, dés transforma- 
tions, dont Futilité n'est point incertaine ; il ne &ut 
jamais perdre de vue le résultat désiré $ chercber con-* 
stamment le plus court ohemin pomr y arriver. La €féo- 
métrie^lorsqu'elleestaeule employéeà la rechercbed^lne 
solution, dévie souvent de sa route, pour alkr à là dé- 
couverte; la bonne Analyse au contraire, cannait l'en- 
droit où elle doit firappar, et s'y dirige sans détours^ 

Après avoir tracé les différentes périodes de la s^ûtion 
des problèmes par FAlgébre, je vais les parcourir avec 
plus de détails , et chercher à lever les difiicultés, à ré^ 
fioudre les cas particuliers qui pourraient se.|Nrésenter. 

Notatkan. . 

i8. Dans le calcul, U faut toujours choisir les nota- 
tions les plus avantageuses ; soit pour aider la mémoire,, 
soit pour abréger les éliminations. Autant il serait ridi-^ 
cule de &ire consister dans de simples conventions , la 
majeure partie des Mathématiques, autant il serait 
exagéré de les eu bannir entièrement. Elles détruisent 
quelquefois l'aridité du calcul, et l'on pourrait dire que 
la notation ^t à l'Analyse, ce que l'arrangement.^ le 
chois^des mots est à la clarté du style. Avec son seoours, 
les calculs les plus longs deviennent une somme de 
transformations semblables , et il ne fiiat plus pour ache- 
ver le tout^ que la patience de répéter la partie princi- 
pale. C'est avec de pareilles inventions que l'Analyse 
algébrique^; ^pénible dans son origine^ est parvenue 
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au point de dcMUier des leçoii3 d«f âbnpKdté k lia Géo-» 
métrie même. 

19. Quaud les domiées d'un problème peuvent être 
placées par rapport aux axes coordonnés ^ de manière 
à simplifier les équations , sans en trouI>ler la symétrie, 
iji&ut toujouxB en profiter; mais si cette simplification 
de position anéantit cette même symétrie, en détruisant 
les <p»ntUés qui pouni>knt la &ire a^iercevair, die 
i^'est plu& qu'apparente , et il vaut mieux placer les axes 
coordonnés d'une manière arbitraire. Si Téquation fi- 
liale est plus longue, la similitude de ses termes, non 
s^eulement donne le moy^a de la retenir plus &çilement 
quand l'importance de son usage l'exige, mais encore 
procure l'immense avantage de pouvoir y lire plus Éta- 
lement la réponse a la question proposée. C'est une 
phrase longue sans affectation , qu'on doit préférer aune 
plus courte, mais souvent moins intelligible. 

Expression analytique de la communauté d^nter^ee^ 

tion des lieux géométriques.^ 

!:io. U mise en équation d'un problème de Géomé* 
trie ne se réduit pas toujours à la récapitulation des 
données.^ souvent U existe des relations à ej^primer, des 
équations de condition à obtenir, avant d'aborder la 
recherche de la solution. On ne surmonte pas toujours 
avec une égale fiidlité ces obstacles préliminaires ; sou* 
vent la longueur et le nombre des éliininations à effectuer, 
pour exprima une partie d'un énoncé, le fait rejeter 
entièrement; et il arrive en cela , comme dans beaucoup 
d'autres circonstances, qu'un abord peu flatteur fiitl 
mal fiOi3^onner du reste. 
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Une de ses difficultés premières , est d^exprîmer qa^ln 
point ordinairement donné par l'intersection de deux 
lignes^ se trouve en même temps sur un troisième lieu 
géométrique; qu'une ligne toujours déterminée par Fen- 
semble de deux sur&ces, leur est commune avec une 
troisième. 

J'essayerai de lever cette difficulté, en m'appuyant 
sur ce prindpe évident ; que si l'on combine les équations 
de deux lieux géométriques d'une manière quelconque, 
l'équation résultante exprime un troisième Beu géomé- 
trique, sur lequel se trouve l'intersection des deux pre- 
miers. De ce que cette combinaison peut se Êiire d'une 
infinité de manières, je conclurai que si l'intersection 
de deux courbes, de deux sur&ces, doit se trouver sur 
une troisième courbe, une troisième surface donnée, il 
doit exister une équation combinée de celles des deux 
premières courbes, des deux premières sur&ces, qui 
exprimera la dernière courbe, la dernière sur&ce don- 
née. Tout se réduit donc, dans tout les cas, à trouver 
de quelle manière doit s'effectuer cette combinaison. 

Je supposerai d'abord que lés trois lieux géométriques 
soient du même degrés D, je désignerai par E^o, 
E^= o, E''= G leurs équations. Si on multiplie respec- 
tivement les deux premières par deux indéterminées tji 
et /n', et qu'on lès ajoute ensuite , l'équation /y^E-^-m'E' 
s=:o, résultante de cette combinaison , sera du même 
degré que les équations proposées, et pourra repré- 
senter, vu l'indétermination du rapport -7, tout lieu 

géométrique du degré D^ passant par les intersections 
des lignes ou surfaces, représentées par les équations 
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E=o, £'s=o. Mais puisque le lieu géométrique da 
degré D, dont l'équation est £''=:0| doit aussi passer 
par ces mêmes intersections, il doit aussi pouvoir être 
représenté par l'équation m£ -f- m'E^ = o ; on peut donc 
disposer et du rapport et de Fune des deux indétermi- 
nées m et 7n, pour identifier les polynômes mE -f- m!E* 
et E^'; ce qui conduira en général à autant de relationa 
entre m, m'y et les coeflliciens des équations proposées , 
que l'équation du d^ré D entre deux ou trois variables ^ 
peut admettre de coefiiciens. Si on élimine ensuite les 
indéterminées m et m'y on aura les relations définitives 
qui doivent exister entre les coefiiciens des équations 
proposées , pour exprimer analy tiquement la commu-^ 
nauté d'intersection des lieux géométriques qu'elles 
représentent. 

Il est aisé de voir que dans le cas de trois lignes 
du degré D, situées sur un même plan, on parvient à 
[^(D-l- 1) (D+aj-— 2] équationsde condition, et que 
pour exprimer que trois sur&ces du même ordre ont 
même ligne d'intersection, il feut [ïfy (D+ 1) (D-f-a) 
(D-f<*3)— 2] relations entre les constantes qui les de* 
terminent analytiquement. 

Si l'on voulait exprimer que quatre surfaces du degré 
D, ont mêmes points d'intersection , en supposant que 
leurs équations fiissent £=0, E's=o, E"=:o, £'"=50^ 
on démontrerait par des raisonnemens semblables aux 
précédens , qu'il doit y avoir identité entre lespolynomes 
mE+m^E'-^m^E'^ et E'",m, m\m" étant indéter- 
minées. L'élimination de ces trois constantes entre 
les équations qu'exigerait cette identité conduirait à 
[rra (D+0 (1^4-3) (D+3)— 3] relations entre les 
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coeiRciens dès quatre équations proposées y lesqueliès 
devront être satisfiûtes y pour qu'il y ait communauté 
d'intei'section entre les quatre sur&ces qu^elles repré- 
sentent. 

Le principe dniessus énoncé, n'exige pas, pour être 
appliqué, que les lieux géométriques proposés soient du 
même d^ré. On peut encore exprimer les rencontres 
communes de lieux géométriques de &milies différentes. 
Par exemple, lorsque deux sections coniques doivent 
sivoir leurs points d'intersections sur ime seule ligne 
droite, on peut chercher la combinaison de leurs deux 
équations, qui pourrait être identifiée à une équation 
représmtant la ligne droite j l'élimination de l'élément 
indéterminé de cette combinaison, conduira à des rela- 
tiolis analytiques, entre les constantes qui déterminent 
la forme et la position respective des deux courbes; con- 
ditions qui existeront nécessairement, toutes les fois 
que deux courbes du second degré devront avoir leurs 
points communs situés sur une même ligne droite. On 
peut efifectuer cette combinaison, soit en ikisant des* 
cendre le d^gré de l'équation combinée à celui de la 
ligne droite, par la nullité des quarrés et rectangles des 
coordonnées; soitenfàisant^U contraire monter k degré 
de l'équation de la ligne droite, par une compositioa 
nuUe de d^ux fiicteurs ^ux aussi nuls par eux-mêmes. 
Ces difierentes manières de combiner les équations pro- 
posées, pour exprimer les conditions demandées, con-r 
duisentà des résultats diffêrens, ce qu'on expËque aisé^ 
ment en résolvant la question sous ces deux points de 
vue. 

ai. T^l est le mojen d'élinunatbn qpie l'on peut 
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employer , potir exprimer analy tiquemcût la ùù^ctimù^ 
nauté cTintersectioas de j^usieurs lieux géométriques» 
£a traitant ce sujet, mon principal but est de fiicÛitef 
la traduction analytique de divers énoncés; ai je ne 
réusns pas complètement, je crois dumoins queles pro^ 
portions suivantes, qui en dérivent aisément, peuvent 
conduire à lascdution d'un grand nombre de problèmes 
curieux ;ct que d'unprincipequin'estrîenenlui-mêmei» 
jedédmsdes corollaires dont rutilitén'est pas incertaine. 

Problème L Troupêr les conditionanécessaires pour 
^ue trois droites passent par un: mime point. 

Solution. Soient les équations des trois dbntes^ ainsi 
qu'il suit : 

dx+Vy^c':=zo\ (i); 
sfx+Wy+d'czo) 

l'élimination de^petj^ entreelles, donnera sm^IeK:hamp| 
pour la condition cherchée, Féquation 

Mais on peut parvenir au même résultat^ par un pn> 
cédé un peu différait qui, à la vérité^ n*a dans le cas 
présent aucun avantage marqué sur celui-là, mais qui 
nous sera fort utile pour les autres recherches auxquelles 
nous aurons ensuite à nous livrer. 

En prenant la sommedes produits des deux première» 
équations (i) par deux multiplicateius iudéterminéi 
m , m', il vi^idra 

équation qui^ cause de l'indétermination des multipli- 
cateurs m I m\ e^t propre à représenter toutes 
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qui passent par l'intersection des deux premières 
droites (i). 

Si donc on veut que ces droites se coupent en un 
même point, il devra être possible de disposer des indé- 
terminées m et m\ de manière à &ire coïncider la troi^ 
sième équation (i) avec Téquation (3). Cela donnera 

et, en éliminant m et m' entre ces trois équations, on 
retombera de nouveau sur l'équation (^). 

Problème II. Trouver les conditions nécessaires 
pour que trois lignes du second ordre se coupent 
suivant les mêmes points. 

Solution. Soient les équations des lignes dcmt il s'agit 
ainsi qu'il suit : 

oac* + ûAjy -4"^* ^^dx +a«y -4"/'=o ) 
aV4-ayary + cy+ad'x+ae'jf+/=o [ (i). 
a V+ at "0^+. c'j'H- ad*'a?+ 2ey+fz=z o J 

Soit prise la somme des produits des deux premières 
équations, par deux multiplicateurs indéterminés m 
et m' y on aura ainsi 

Çdm+d^m) x-+- a («m + •m') y + {fin +ffn') = o (a) , 
équation qui, dans sa généralité, représente toutes les 
lignes du second ordre qui passent par les intersections 
des deux premières lignes '(i> 

Remarquons, avant d'aller plus loin , que cette équa*- 
tion pourrait fort bien, en général, appartenir à une pa- 
rabole; mais de deux manières seulement, puisque la 
condition ( i/n -f* ô'/n' )* = (am ■+- a' m' ) {cm -f- c W ) 

détermine le rapport — 7 , et ne lui assigne uniquement 
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que deccc valeurs. Remarquons encore que cette équa- 
tion ne saurait généralement appartenir à un cercle, U 
&udrait en eflfet, pour cela, qu'on eût en même temps , 

équation d'où Ton tire 
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et par suite 

ft(i/— c')=y(a— c). 
Telle est donc la condition nécessaire et suffisante , 
pour qu'un cercle puisse passer par les intersections 
de nos deux courbes. 

Mais cette même équation {2) pourra représenter une 
infinité d'ellipses et dliyperboles; et si l'on yeut en. 
particulier, qu'elle représente la troisième courbe (i) 
ou, ce qui revient au même, si l'on veut que les trois 
courbes (i)aientlés mêmes intersections, il faudra qu'on 
ait à k fois, 
am + aW = a*, bm + Vm^ = J^, cin-f-cW== c^ \ --. 

L'élimination de m et m' entre ces six équafions^ 
conduira a quatre autres qui exprimeront les conditions 
cherchées. 

Les équations 

sont (Problème I) celles qui exprimeraient que les trois 
droites 

concourent en un même point. Mais on sait d'ailleurs 

3 
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que cliacune de ces dernières équations est celle du 
diamètre de chaque courbe, qui coupe en deux parties 
égales les cordes parallèles a Taxe des x^ et puisque la 
direction de cet axe est quelconque^ on en peut conr 
clui*e le théorème suivant : 

Théorème. Si plusieurs sections coniques ont quatre 
points communs y dans quelque direction qu^on leur 
mène des diamètres parallèles^ les conjugués de ces 
diamètres concourront en un même point, 

Problème III. Trouver les conditions nécessaires 
pour que trois plans se coupent suivant une même 
droite. 

Solution. En supposant que les équations soient 

orx+ by+ c'»+ i'= oj 

on parviendra aux conditions cherchées, en exprimant 
que la somme des produits des deux premières équa*- 
tions, par deux multiplicateurs m, m', est la même que 
la troisième j on obtiendra ainsi les quatre équations 

am + a^mf^rz c", bm + 4'/»'=^ b", 
c7n+cW=c*, dm+dfm^:=s:d' (2), 

entre lesquelles il £àudra éUminer m et m!^ ce qui don-- 
nera deux conditions. 

Deux quelconques des trois premières équations (2) 
jointes à la quatrième, prouvent que les traces de nos 
trois plans sur un des plans coordoimés , c'est--à-dire , 
sur un plan quelconque , doivent concourir en un même 
point; ce qui est d'ailleurs évident. 

Problème IY. Trouver les conditions nécessaires 
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]pour qite trois surfaces du second ordre se coupent 
suivant une même courbe. 

Solution. En supposant , pour les équations des sur- 
fiices dont il s'agit y 

et exprimant que la dernière est la sonune des produits 
des deux autres par deux multiplicateurs indéterminés 
m^m^ on ol^tiendra les dix équations 

am + aW =5 a', fm +fm'=sf' 
bm + Vni ac h\ gm +^mf ==: g"^ 
cm + cW =3 c", hm + Vm' = A" > (a)^ 

em +eW =: c^ lm + tmf == P, 
entre lesquelles éliminant m et m'y on obtiendra les 
conditions cherchées ^ lesquelles conséquemment seront 
au nombre de huit. 

La première, la quatrième et la cinquième équation 
de la première colonne, jointes à la deuxième de la se- 
conde, prouvent que les troisplans dont les équaticms sont 

a''x+d''y+e''z+g''=o) 
se coupent suivant une même droite ; mais ces plans sont 
les conjugués des diamètres de nos trois sur&ces parai-* 
lèlesà l'axe des x, c'est-à-dire à une droite quelconque: 
on a donc le théorème suivant. 

Théorèmil. Lorsque plusieurs surfaces du second 
ordre se coupent suivant une même courbe, les plans 
diamétraux conjugués à des diamètres parallèles de 
ces surfaces, se coupent tou» suivant une même droitek* 

3,. 
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Si la troisième éqaation (i) représentait une sphère^ 

il &udrait qu'on eût à la fois 

am+a'inf = 6m 4- fr'w*' =s cm *|- c'm.' 

dm ^d^mf = em -f- eW r=fm +/*m' zszo, 

entre lesquelles éliminant —7, il viendrait 

conditions au nombre de quatre, qui expriment que la 
commune section des deux premières j^ur&ces (i) est 
sur une sphère. 

Problème V. Trouver la condition nécessaire pour 
que quatre plans concourent en un même point. 

Solution. En supposant que les équations de ces 
quatre pkns soient 

«JC + ^5^ + «* + ^ == 0^1 

a'x-^ b'y^ c'z-f iT» o f ^*^' 
«•x+ V'y-^ €"%+ dTssi o) 

on pourrait d^abord parvenir à la condition cherchée^ 

en éliminant x^yyZ entre ces quatre équations; mais 

on y parviendra également en exprimant que la somme 

des produits des trob premières, par trois multiplica* 

teurs indéterminés m , ni^ ni\ est la même que la qua** 

trième; cela donne les quatre équations 

am -^dvi-^a^m^^dr^ cm + cW + c^m^^c" 1 . 
im+6W4-6*m''=6^ dm + ^m' + d^^m'^dT f ^^^' 

entre lesquelles éliminant m y m\ nJ\ on parviendra 

paiement à la condition cherchée. 

P&o^LÈMfi VI. Trouver les conditions nécessaires 

pour que quatre surfaces du second ordre aient les 

mêmes points d'intersection. 
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Solution. En supposant pour les équations des sw 
faces dent il s'agit , 

il faudra eiiprimer que l'a quatrième est la somme des 
produits des trois autres par les multiplicateurs aidé*- 
terminés 771, m', m", ce qui donnera les di:L équations 

am + dm' + afm''":=z a\ fm +fm* +fm'' =/*", 

l in» -f- Vm' + b'rn" = 6*, gm + gW +fmr =g^, 

<a) V€mHhcW4*c'm*'=c^j *m + iW-f A^m'rsiA"', 

.€/» H- eW+e^'m" = «*", /m + fin' + fm" = ^^ 

entre lesquelles éliminant m y trl^ m^, on parviendra aux 
conditions cherchées, lesquelles seront conséquemment 
au nombre de sept. 

J^ première, quatrième et cinquième équations de 
la première colonne , jointes à la seconde de la deuxièoiiéy 
prouvent (Prcblème V) que les quatre plans dont les 
équations sont 

concn^urent en un même point ^ mais ces plans senties 
plans diamétraux conjugués aux diamètres qui, dans 
nos sur&ces, se trouvent parallèles à Taxe des x, c'est- 
à-dire à une droite quelconque \ on a donc le théorème 

que voici. 

THÉoataB., Jjonqtie des surfaces du second ordre 
passent toutes par les mêmes points d'intersection ^ 
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leurs plans diamétraux conjugués à des diamètres 
parallèles, concourant tous en tm même point 

Si la quatrième des équations (i) appartenait à une 
sphère^ û budrait qu'on eût 

am 4- û^m' -f- cl'm':^ bm + i'w^' + i*ni*= cm + c'm' + c'm\ 

ce qui donnerait en éliniituttit—,--^, les trois condi- 
tions 

ie'f^dfe''+fa^'^^ar+ef'dr—fifdr=o, 

qui expriment que les huit poitits d'intersection de trois 
surÊices du second ordre, se trouvent situés sur une même 
^Lère. 

Schotie. Puisque la condition de passer par la même 
cosorbe établit huit relations entre les coefficîens des 
équations de troi^ surfaces ^ qiie la condition de passer par 
lesmésseapointsn'iA établit que s^t entre les coeffîdens 
4es équations de quatre àutriès ^r&ces d^tseçond ordre; 
on peut en conclure que les huit points ^'intersection 
lâe trois sur&qes ne sont pa& placés d'une manière arbi- 
traire, que le huitième dépend des sept premiers, et 
enfin que trois sur&ces qui seraient aiteujéties à passer 
parhuitpoints quelconques, doivent avoir même courbe 
d'intersection. Le théoràme du problème ÏY a donc lieu 
pour trois sur&ces assujéties à passer par huit points 
quélconcpies. 

Pi^OBi^ËMB Vïï. Exprimerque deux sections conigues 
ont leurs points d'intersection situés sur Une tnêirie 
ligne droite. 

Solution, Le» deul sections coniques seront en gé^ 
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nérà] représentées par les deux équations 

hmte cotabinaison de ees deux équations qui n'en aug« 
menterait pas le degré sera dela^MaMS 

+ 9 («bn+^mO * 4-a («m 4- eW) j^ + C/m+f W)=s:o; 
elle représentera un lieu géométrique des points d'in- 

Ée VrmnmfsarWÊerMsmeliçae droite^ firut cpie Féqua- 
tion (3) puisse se réduire au premier degré, par la dis-* 
parition des termes en »•, *J^> J^> ce qui donne 

Ci) am + fl^m' =5 bm ^ b'm =«m -+- c^Jn'ss o , 

ou bien encore, se déeonqposer en deux &cteurs égaux 
en x^y^ ce qui exige que l'on ait les équations de con- 
dition 

IXam 4- a^jnf) (cm + cW) î= (*m + y/i^O% 
(ûm +a'mO (Jm+fmf) = (ifoi+iTmOS 
(cm+c'mO (/m+/'iiiO = (e/i^-+-cW)\ 

Dans le premier cas, rélimination du rapport —7 entre 

les équations (3) conduit à deux relations 4 s=: 7=t7 

entre les trois premiers coefficiens des équations des 
sections coniques proposées; elles indiquent qu'elles 
doivent être de même nature et semblables f leurs axes 
principaux étant de plus parallèles entre euxi. Mais ces 
conditions ne déterminent nullement la distancerespec- 
tive des centres ou des axes de ces courbes , en sorte que 
cette manière de résoudre la question démontre ce 
tbéorème. 

Deux sections coniques de même nature, dont les 
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axes sont proportionnels en grandeur, parallèles en di- 
rection 9 n'ont et ne peuvent avoir que deux points 
communs. 

Dans le second cas au contraire, rélmdnation da 

rapport --7 conduirait à des relations eutrelescoefficiens 

des équations (i) exprimant que les sections coniques 
qu'elles représentent ont un double contact. En effet 
réquation (a) peut d'abord être coiisidérée conune Fent- 
«embte dé deux lignes droites, qui finissent par se con- 
fondre en une seule quand le premier membre del'équa- 
tien qui Ie<: représente devient un quarré pariait. Tant 
que ces 1 ignés sont différentes , elles joignent deux à deux 
les quatre points comnnms aux deux sections coniques, et 
l'on concevra aisément d'après cela , que ces courbes 
doivent avoir un double contact quand les dreit^ se 
confondent en une seule; cette réunion ne pouvant 
avoir lieu sans que les quatre points d'intersection se 
confondent aussi deux à deux*. 

Cette dernière manière d'envisager la question, four^ 
mt une méthode pour trouver la position des axes prinr 
cipaux d'une section conique En effet, si l'une des sec- 
tions coniques proposées est un cercle de rayon R, dont 
le centre ait pour coordonnées a, ^, on pourra éliminer 

entre les équations de condition (4), le rapport -^etle 

rayon R, la dernière équation en a , C, représentera le 
lieu géométrique des centres de tous les cercles qui 
pourraient avoir un double contact avec la section co- 
nique donnée, et ce lieu géométrique est, comme on le 
sait d'ailleurs, l'ensemble des deux axes principaux. 
On résoudrait deux problèmes analogues aux précé- 
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dens^ en oherdiant les conditions nécessaires pour qiio 
deux sur&ees du second ordre se coupent suivant une 
courbe plane. Si Ton exprime que la combinaison des 
équationsde ces deux sur&ees doit se réduireà une équa- 
tion dupremier d^é , parla disparition des ternes d*an 
degrésupérieur, on démontrera ce théorème, que, Deux 
aurfiices du second ordre de même nature, dont les axes 
seraient proportionnels en grandeur , parallèles en di'* 
rection, quelle que soit d'ailleurs la distance respective 
de ces mêmes axes, ne peuvent se couper que suivant 
une courbe plane. Si au contraire on veut que la- com- 
binaison, du second degré des équations proposées, se 
réduise à Tensemble de deux plans confondus , on aura 
des relations analytiques exprimant que les deux sur- 
faces sont tangentes suivant une courbe plane, ou plus 
généralement tangentes entre elles. 

22. Cette manière de combiner les équations peut 
encore servir à exprimer la nature particulière de cerr 
tains lieux géométriques. Cest une partie d'un éconcé 
qui exige souvent de longues recherches. 

PnoBLÈxE I. Exprimer qv^une surface du second' 
ordre est cylindrique. 

Soit réquation de cette surface 

L == A:t*4- Ay-4- AV4- aBy«4-aB'« + aB'jy-f.aC« 
4- aC/y + aC«+ D =3 o; 

les coordonnées du centre seront données par les équar 
fions 

i.g=Aa? + B'3f + B'* + C=o 
i.î:=B'*+A>+B*+C=o^(a) 
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elles représentent trois plans diamétraux de la surface ; 
si die est cylindrique, ils doivent se couper suivant 
Taxe ; l'une quelconque de ces équations doit donc être 
une conséquence des deux autres. Si donc on multiplie 
lu première par m, la deuxième par m! et qu^on les 
ajoute, <»i pourra disposer des indéterminées m et ni 
pour quecetle Munae aok identique avec la troisième. 
Si donc on élimine m et m' csoftreks'qaatre équations, 

Aiîi «4- B 7» 2=s B , B ir^ -f- A'th ^= » ,. 
B'r»4- Bfîi' = A", Cm + Crti = C% 

on aura deux relations pour l'expression demandée • • • 

(AA' — B'*) C*+ (B'B* — AB ) C + (BB* — A'B') C/ = o, 
(A'A"— B» )C + (B^B-rA^BOC/ + (rB— . A'B')C'=:o. 

Problème II. Exprimer qu^une surface du second 
f^rdre est conique... 

Dans ce cas, le centre est situé siu* la surface, et il 
fiiut que l'équation L sss o , et les écpiations (a) aient 
lieu en m^e temps; la pjremière peut se mettre sous 
la forme 

-f.2(B'a?-hBj^+A*S4-C0 + Cx+Cy+€!'z+I>z=zo, 
et en vertu des trois autres , se réduit à 

(bX er + C'j^ + C^«4-D = o; 
de sorte que poc^ achever la solution , il suffit d'expri- 
mer que les quatre plans (a) et (b) se coupent en un 
même point. 

Problème IH. Exprimer qu^tine surface du second 
degré est V ensemble de deux plans. 

{hmscecas, des quatre équations (a)et(b), deux quel- 
conques doivent être itne conséquence des deux autres ;* 
ce qui donne quatre relations. 
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Si les plans sont parallèles, deux quelconques des 
équations (a) sont des conséqueixces die la troisième f 
on a 
B'B* = AB, BB* r= A'B', BB' =3 A1i% BC = VC = HTCT. 

^Problème IV. Exprimer qu^une surface du, second 
€>rdre est de révolution. 

Soit toujours L=s=o, réquation dô la surface; soient 
ajbyCy les coordonnées du centre ; l'équation de la 
9ur£ice pourra se mettre sous la forme 

Si la sur&ce est de révolution, il &ut que la sphère qui 
aurait pour équation 

la coupe suivant deux cercles , dont les plans seront per^ 
pendiailaires à Faxe de révolution^ et situés à égale 
distance du centre. Soient 

les équations de Taxe j celle des deux plans perpextdî- 
.cul^ires seront de la forme 

(iç — c) + îw (a? — û) + n Qy -^ b} s=: •,, 
(fi *— c) 4- m (pp. — a) + IX (jf— i) = — 0i> 

et leur ensemble sera représenté par Féquation 

Les trois lieux» géométriques (i) ^ (isi), (3) doivent donc 
avoir même intersection; il &ut donc qu'en multipliant 
la première par Findéterminée P, la seconde par Q.el 
les ajoutant 3^ le résultat pqisseétreidentifié avec la troi-* 
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sième^ ce qui conduira aux équations 

BP = /i, B^P = m, VF^mn} 

la première indique la relation qui doit eûst^ entre R 
et « ; et comme le résultat doit être indépendant de ces 
quantités, il suffira de considérer les six dernières; si 
donc on élimine P. Q, m, iiy le résultat se composera 
de deux équations qui constitueront l'expression de» 
mandée 

BB" (A"— A ) = B' ( B»~ B*0, 
B'B' (A" — A') = B (B'* — B"»). 

Ce résultat étantindépendant des coordonnéesducentre* 
a encore lieu pour exprimer qu'un paraboloïde est de 
réyolution. 

T/iéorie tien Tmnsversales. 

!i3. Dans toutes les applications précédentes nous 
avons nommé ligne du second degré , tout lieu géomé- 
trique indiqué par une équation à deux coordonnées x 
et y élevées seulement aux deux premières puissances^ 
et sur&ces du second ordre , toute sur&ce qu'une équa* 
tion du deuxiànie degré à trois variables pourrait re- 
présenter. 11 suit de là, que l'ensemble de deux lignes 
droites est compris dans la première dénomination, 
que l'ensemble de deux plans est une sqr&ce dusecond 
ordre. C'est peut-être pour ces réunions de lieux géo- 
métriques du premier d^é , que l'Analyse a le plus 
besoin des tbéorèmes que nous venons de démon- 
trer. Les problèmes les plus utiles qu'on puisse lui 
pi*oposer, regardent souvent la ligne droite et le plan ^ 
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elle ne doit don6 }>as négliger tout ce qu'elle peut ap« 
prendre sur la transformation de leurs équations. 

En général y quand on doit considérer les intersections 
d'un ensemble de deux lignes droites avec des lieux 
géométriques du second degré ^ il est plus Simple d'ex- 
primer cet ensemble par une même équation ; on dimi- 
nue par ce. moyen le nombre des éliminations; souvent 
même cette conformité du degré des équations à com* 
biner peut seule conduire à un résultat prompt et 
satis&isant; on dirait que l'Analyse se plaît à mettre 
en rapport des lieux géométriques d'une même classe^ 
et qu'elle montre au contraire de la répugnance à rap« 
pixKrfaer des classes différentes. 

Pour donner unepreuvefrappante del'utilité de cette 
remarque, nous ferons voir avec quelle Êicilité l'Ana- 
lyse peut démontrer les principes de la théorie des 
transversales. 

Problème. Si par un point fixe pris sur le plan d^um 
section conique donnée, on mène deux sécantes d cette 
courbe, que Von joigne par des droites les extrémités 
réciproques des cordes résultantes, quel sera le lieu 
géométrique de V intersection de ces nouvelles sécantes? 

La ligne du second degré donnée peut , dans tous les 
cas, être rej)résentée par l'équation 

(0 y* + P^ = ^•^• 
Soit «, ^les coordonnées du point M donné, ol\ C 
celles du point M' dont on cherche le lieu géométrique j 
l'ensemble des deux premières sécantes aura une équa- 
tion de la forme 
(a) Qy — C)M3A(x~0(y--C) + B(x-«)*=o; 

les deux autres seront représentées par une autre équa- 



tion analogae^ 

(3) cy-«')'+ûA'(^-*0(y-c^+B'(x-iO*«o. 

Les lignes (i), (2), (3), devant avoir mêmes points 
td^intersection , on devra avoir entre les coeflSciens des 
équations <{ui les représentent , et les constantes arbi- 
traires m et m'^ les six relations 

mC+m'C+mAtf+ni'AV î= o , 

mai+m'EV+m AC+m'AT 2=: tf , 

m^4^'r«-f ftiiiA«C4.am' AVff'+mB^^+in'BV* = o. 

Si Ton substitue A^ et B' en fonction de A et B dans 
les trois dernières, elles deviendnmt 

mC + m'C + mA (<» — «') =s o , 

rélimination de A et B entre ces trois équations con* 
duità 

(m + m')flr + Cp*'— 9) (- + V) --pi/*=o; 

eonsidérant que(m-f'''^0^^ ' ^^ vertu de la première 
des équations (4) 9 on aura 

(5) flf' + p«i' = i7(*+*'); 

on en déduit que le lieu géométrique demandé est une 
ligne droite. Si le point donné a y C^ est extérieur à la 
courbe (i), la droite (5) joint les points de contact des 
deux tangentes menées par ce point à la section conique. 
Cette réponse à la question proposée fournit un 
moyen de mener des tangentes à une section conique 
donnée par im point extérieur , sans autre usage que 
celui de la règle. Par le point donné M (fig. 8) , on mè* 
liera deux sécantes quelconques MAB, MA'B'^ on joia* 
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Aa AÀ!j BB'j Ai[' et À'B, le point d'intetséction des 
deux premières droites , celui des deu2^ dernières deyaiit 
être situés $ùac la ligne qui joint les points de contact^ 
cette ligne est déterminée , et son intersection avec la 
courbe dcmnée detetïninera aussi les points de contact^ 
et par suite les tangentes. 

Si la section conique était l'ensemble de deux lignes 
droites, la nouvelle droite que l'on obtiendrait pour le 
lieu géométrique y irait nécessairement passer par l'm-*- 
tersection des deux premières* On peut déduire de cette 
remarque une solution graphique de ce problème. Par 
un point donné, mener une droite qui aille passer par 
le point de concoms de deux autres droites données 
qu^on ne saurait prolonger* 

L'un des points M , M' pouvant être supposé situé à 
l'infini, ou peut regarder comme démontrées les deux 
propositions suivantes, dont la première nous sera très 
utile paf la suite. 

Théorème. Si Pon Joint deux à deux les extrémités 
réciproques de deux cordes parallèles d^ une section 
conique, les points d^intersection de ces nouvelles se- 
vantes seront situés sur le diamètre qui divise ces 
cordes en dewc parties égales. 

Théorème. Si les deux ligneshcy bV(fig. 9), sontpa- 
rallèles à la base BG du triangle ABC^ les droiteshc^, 
hd se couperont sur la ligne qui joint le sommet A, et 
le milieu de la base du triangle. 

La réponse à la question précédente pourrait se dé- 
duire de la solution du problème suivant , analogue. 

Problème. Deux cônes du second degré et une sut'- 
face du même ordre, ayant une intersection commune. 
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bI le êommet de Pun des cônes reste fixe, que la troi- 
sième surface soit aussi constate de forme et de po- 
sition, quel sera le lieu géométrique du sommet du 
second cône? 

Les équations des trokrarfiMces seront, en représen** 
tant par x\ y\ z\ a*", y, z*', les coordonnées des som- 
mets des deux cônes , 

ii){x^ xy^ a{y -y )^4- h{z — O* + at(x - «^)( y —/ > 

+ 2cr(a:~xOC»-*')+a/(y-y)(»-.*') = p. 
(3) px'' + ?>'* + '** — ^JP + 2fy. 

On exprimera que ces trob sur&ces se coupent suivant 
une même ligne, au moyeu de dix relations entre les 
Go^cicnsa, J, o, etc., a', y, c\ e^.^pj g, r, *, «, et 
deux indéterminées m et m'y si Ton élimine entre ces 
dix équations neuf des dix coefficiens a , 6 , e, etc., a\ 
b\c'*..; le résultat sera indépendant du dernier et des 
constantes m et m'y et Téquation finale 

(4) P^x'+qyy + n.V^s(x' + x')+tiy' + y''i^ 

indique que le sommet «", jr*, «" est constamment situé 
sur im même plan. Lorsque le sommet fixe («', y' y z') 
est extérieur à la surface (3) , ce plan est celui de contact 
avec la surface (3) du cône de tangence qui aurait sou 
sommet au point (x'y y, z'). En eflet, si Ton désignait 
par x^y y y z' les coordonnées courantes; par x",y, z" 
celles d'un point de la sur&ce (3)^ son plan tangent eu 
ce point aurait pour équation, l'équation (4); si aucon« 
traire x'y y' y z' sont constans, pour exprimer que le 
plan tangent doit passer par mi point fixe, cette équa- 
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lion exprime lé plan sur lequel se trouvent toud les 
points de contact «"> j^", £\ 

L'un des cônes pouvant se réduire à Fensemble de 
deux plans y on peut regarder comme démontré que : 

Si un cône du deuxième dqpré ayant son sommet en 
mi point m, coupe une sur&ce du même ordre suivant 
deuxcourbes planes, les plans de ces deux courbes et celui 
de contact du cône de taiigence, à la sur&oe donnée ^ 
ayant son sommet au point m , se couperont tous trois 
suivant une m^e ligne droite* 

D'ailleurs on sait que si le sommet d^un cône tangent 
à une sur&ce du second ordre ^ se meut sur une ligne 
droite donnée, le plan de la courbe de contact passera 
toujours par la droite qui joint les points de contact des 
plans langens à la sur&ce menés par la droite donnée* 
On peut donc encore regarder comme démontré parla 
solution précédente, i*. que si le sommet {x\y^ z!) du 
cône (i) se meut sur une droite donnée, le sommet 
{pi^ y, 2^') du cône (a) se mouvra sur ime seconde 
droite, laquelle passera par les points de contact des 
plans tangens à la sur&oe (3) menés par la première 
droite. 

3*. Que si Tintersection d'un cône du second degré^ 
et d'une sur&ce du même ordre se compose de deux 
courbes planes, que les plans de ces courbes passent par 
une droite donnée, le sommet du cône sera situé sur la 
droite qui joint les points de contact avec la sur&ce 
des plans tangens menés par la ligne fixe. Enfin , dans ce 
dernier cas, si parla droite qui joint ces points de con- 
tact, on conçoit un plan quelconque, qui couperait la 
sur&ce suivant une section conique | le cône suivant 

4 



deux arêtes^ les plans sécans et tangem suirant des 
lignes droites passant par un même point, on pouna 
conclure aisément la solution du problème analogue ^ 
relatif aux courbes du second degré qui est résolu direc- 
tement ci-dessus. 

Toutes les fois qu^il s'agit de résoudre deux problèmes 
analogues, l'un dans l'espace, l'autre sur le plan, il vaut 
mieux commencer par résoudre celui de l'espace ^ sou« 
vent on en déduit rigoureusement la solution demandée 
sur le plan, tandis qu'en résolvant d'abord la question 
la plus simple, on ne ferait que deviner l'autre par ana- 
logie. 11 y a même quelquefois de l'avantage à traiter 
d'abord le problème de l'espace analogue à un pro* 
blême proposé seulement sur le plan; par exemple, on 
ignorerait beaucoup de solutions élégantes du problème 
du cercle tangent à trois autres , si leurs inventeurs 
ne les avaient été chercher dans les sphères. Il est vrai 
qu'en généralisant ainsi un problème, ou peut le rendre 
plus compliqué ; mais aussi cette généralité donne-t-elie 
une solution plus applicable à tous les cas particuliers 
de l'énoncé. C'est , pour ainsi dire , une question d'Arith- 
métique résolue par l'Algèbre, pour obtenir xme for- 
mule où se trouve écrite la réponse à toutes les ques- 
tions semblables. 

Détermination des courbes et surfaces par la Géome^ 

trie descriptive. 

a4« £i^ appliquant aux lignes et surfaces du second 
degré, le moyen d'éUmination que nous avons indiqué, 
nous avons déduit de la simple considération de quel- 
queséquations, la démonstration de plusieurs théorèmes 
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qiii peuvent servir à la solution complète des problèmes 
suivans. 

Problème I. Etant donnés quatre points sur un 
plan, déterminer graphiquement tous les èîémens d*uM 
jparahole assujètie à passer par ces quatre points. 

Soient A , B , C , D (fig. i o) les quatre points donnés ; 
les droites AJBM , CDM peuvent être considérées dans 
leur ensemble comme une section conique , ayant avec 
la parabole à déterminer quatre points communs ; il en> 
sera de même des droites A]ND, BNC* Diaprés le théo- 
rème du Problème // (page Sa), les diamètres conju- 
gués à im système quelconque de cordes parallèles^ 
appartenant à ces deux réunions de lignes droites, et à 
la parabole demandée , devront se couper en un même 
point. Il suit de là, que si Ton pouvait déterminer la 
direction des cordes , pour lesquelles les trois diamètres 
conjugués sont paraUèles, la direction de ces diamètres 
serait celle du grand axe de la com*be cherchée* 

Soit donc proposé de mener par le point B une droite 
BX, coupant AD en X, DC en Y, telle qu'il y ait pa- 
rallélisme entre les lignes qui joignent led sommets M 
et ^ y avec les milieux respectif des cordes B Y, BX • 
Supposons le problème résolu. Considérons le parallér 
logramme BNXQ, les lignes NQ, BX en seront les dia* 
gonales, par conséquent, FangleGBG^DKCet la droite 
BX partage en deux parties égales la corde IKH et toutes 
celles qui lui seraient parallèles* On devra dôHc avoir 
PE ===PF, E et F étant les points de rencontre de MP, 
parallèles à NQ, avec les deux côtés de Tangle CBGj la 
figure BFYE sera donc un parallélogramme. On aura 
alors les proportions 

EY:FCisMr:MC, eg;fy:;mg:my. 
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mabEYs=:BFetEY:FC::EG:FYî ont donc 

bf:fc::my;mc> BF:FC::MG:inr; 

tes deux nouvelles proportions multipliées Tune pat 
r«utre 9 donnent 

nr;FC^:MG;Brc; 

on pourra donc à priori déterminer le point P, et par 
suite la direction MPqui doit-étre celle du grand axe ou 
de tout autre diamètre delà parabole cherchée. Le point 
F pouvant être situé sur BG ou sur son prolongement , 
on voit qu'il existera deux directions MP^ et par smite 
deux paraboles assujéties à passer par les quatre points 
donnés ; c'est un résultat que le calcul nous avait offert 
dans une autre circonstance. {Problème II j pag. 3a). 

Ayant ainsi déterminé la direction des diamètres de 
la parabole I prc^posons-nous de mener ime tangente à 
cetteconrbe, en un des pointsdonnés^ par le point D, 
par exemple. Cette tangente doit^tre parallèle aux 
cordes que le diamètre DE (fig. 1 1) divise en deux par* 
ties ^^es« Si d'un point quelconque de ce diamètrei 
on pouvait menei deux tangentes àla parabole, la droite, 
qui joindrait leurs points de contact serait conjuguée a 
ee djamètre , par conséquent parallèle à la tangente au 
point D. Or, si l'on prolonge BA jusqu'à la rencontre 
de DE en F, il sera aisé de déterminer k position de la 
ligne de contact des tangentes menées par ce point. 
En effet, la ligne FBA est une sécante ainsi que la ligne 
FD£,pour laquelle un des points d'intersection avec la 
courbe est situé à ]i'infini ; si donc on joint deux à deux 
les intersections réciproques de ces deux sécantes avec 
la section conique cherchée par les droites AMD et BM 
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parallâes i DE , et encore par les droites DBN et NA 
aussi parallâes à DE, les points M et N d'intersection 
de ces nouvelles sécantes , devant être situés sor la ligne 
de contact des tangentes, à h, parabole menée par le 
point F, eUe sera déterminée par cette construction | 
ainsi que la tangente au point D qui doit lui être parai- 

D'après cela, il sera aisé de trouver la position du 
ibyer, le grand axe, et le sommet de la parabole chei^ 
chée. En effet , la tangente en un point D étant construite, 
pour trouver celle en tout autre point, au point B, par 
exemple, il suffit d'observer que ces deux tangentes 
doivent secouper en unmémepomtK(fig. i:3),8ituésur 
lediamètreconjuguéàlacordeBD. Les lignes menées des 
point de contact au foyer sont autant inclinées sur les 
tangentes que les diamèfres ; si donc on les construit au 
moyen de cette propriété, leur point d'intersection sem 
le foyer F, et donnera un des point» du grand axe dont 
on connaît la direction. Pour trouver la position du 
sommet, on prolongera le diamètre GB deBNssBF; 
la droite NL, perpendiculaire au grand axe, sera la di^ 
rectrice, et le milieu SdeFL le sommet de la parabole. 

Problème II. Déterminer graphiquement tous les 
ilémens d'une section conique aesujétie d passer par 
cinq points donnés sur mt plan. 

Soient A,B, G, D,^£ (fig. i3) les cinqpoints donnés^ 
les lignes AB, CD peuvent être considérées dans leur en-;* 
semble comme ime section conique , ainsi que les droites 
AC , BD *y ces deux lieux géométriquesdudeuxième degré 
ayant quatre points A , B ,.G , D communs avec la courbe 
cherchée, le^ trois diamètres conjugués aux systèmes 
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de cordes parallèlesàDE, secouperontenunmémepoiiit 
P, qu'il est aisé de construire, puisque Ton peut déter- 
miner les deux diamètres conjugués correspondans aux 
deux lieux géométriques du deuxième degré (AB , CD) 
et (AC^ BD) : la droite qui joindrait ce point Pet le mi^ 
lieu Q de la dlroite DE sera donc ]e diamètre conjugué 
appartenant à la section conique demandée. Par oue 
construction entièrement semblable , on construirait 
la direction d'un autre diamètre de cette même courbe 
conjugué à la corde A£. L'intersection de ces deux 
diamètres sera le centre de la section conique cherchée. 
S'ils étaient parallèles , la courbe du second d^ré qui 
pasterait par les cinq poiiats donnés serait une parabole^ 
dont on déterminerait les autres élémens comme dans 
le problème précédent. 

Si le centre n'est pas situé à l'infini, la courbe sera 
une ellipse ou une hyperbole; son centre O et trois de 
ces points A , B , C (fig. 1 4) suffiront pour la déteiminer 
entièrconent^ Pom* y parvenir, nous nous proposerons 
d'abord de troarm* la position de deux de ses diamètres 
conjugués. Soit prolongée la ligne AO de OD=.AO j 
P sera la seconde extrémité du diamètre AOD. Si «dPun 
point fixe pria sur ce diamètre cm suppose menées deus; 
sécantes à la courbe , qu'on joigne deux à deux les ex^ 
trémités réciproques des cordes qu'elles déterminent^ 
ces nouvelles sécantes se couperont sur une droite con-* 
juguée au diamètre AD (pagi^ 4^). Si donc on prend 
pour point fixe > le pointMderencoixIre de BG avecDA, 
et pomr sécantes ces mêmes droites^ le point P d'inter^ 
section des droites AB, CD, et le point Q d'intersection 
de AGetDB détermineront la direction FQdu diamètre 
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OE conjugué à AD. Une parallèle BR à OE assignera 
la nature de la section conique; si eUe vient rencontrer 
le diamètre AQ entre A et D, la oourbe demandée sera 
xme ellipse, et une h/perbole dans le cas contraire* 

Si la section conique doit être une ellipse , on pourra 
déterminer lalongueur du diamètre conjuguéà AO , con- 
naissant AD j la direction OE (fig. 1 5) et le point B seule* 
ment. Enefiet, soit AOssm^ ËO=72=le demi -diamètre 
inconnu; on observera que dans Fellipse proposée rap^ 
portée àcès deux diamètres, et dans œÛe qui aurait pour 
«xesrectangulaires AD=:277t, etHOKssa/i, desordon* 
nées d'haies grandeurs correspondent au^ mêmes ab- 
scisses. Sidonc on élève PQssPBperpendiculaireà AD) 
il suffira de trouver le demi-^e n d'une elUpse dont le 
second demi-axe OAssm serait donné, et dont on 
connaîtrait de plus un point Q. Pour cela on décrira du 
rayon A un cercle concentrique à la oourbe proposée , 

lequel viendra couper PQ en un point R, tel que *- 

€era égal à gg. Pour construire OEsszn quatrième pror 

portionnelle à m, PQ, PR, soii pris OS = m; la droite 
SR viendra couper OA prolongée en \xn point Y, et YB 
devra passer par le point E. 

Connaissant ainsi les grandeurs et les directions de 
deux diamètres conjugués de Tellipse proposée, on peut 
déterminer les deux axes principaux de cette section 
conique. En e&t, la tangente TAT^ (fig. 16) parallèle 
à OE, doit couper les deux directiona OT, OT' de ces 
axes en des points T et T', tels que Ton ait AT X Aï' 
sssOE s=s n^ (ce qu'il est facile de vérifier parTAnaly se); 
u donc au point Aon âève AFs=:OE perpendicidaire 
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a la tangente AT, il suffira pour déterminer les points 
T et 1 ', de construire un cercle qui passerait par ks 
points F et O, et qui aurait son centre sur la tangente* 
ïl ' étant le diamètre de ce cercle d'après cette con- 
struction, AT X AT's=:AF =DE* et l'angle TOT' sera 
droit. Enfin, pour trouver la longueur des axes de l'el- 
lipse, sur 01', comme diamètre, on décrira un cercle 
qui rencontra AP, paraUTJe à OT, en tyi point Q, de 
sorte que T'Q sei*a tangent au cercle de rayon OQ qui 
aurait son centre en O^ il sera aisé, d'après cela, de dé*« 
montrer queOQest ledemi-axe A dont 01' serait la di- 
rection ; le second demi-axe B sera ensuite donné par la 

proportion == =3 y, et tous les élémens de l'ellipse 

ront connus. 

Si la section conique doit être une byperholc, on 
pourra se proposer de déterminer les asymptotes de la 
courbe. Soit AO (fig. 1 7)undemi-diamètre , AT la direc- 
tion deson conjugué^ AT sera la tangente aupoint A', et 
si Tet T'sont les deux points de rencontre avec les deux 
asymptol€9, on devra avoir ATr= AT'. Soit B un autre 
point de la courbe , C le point milieu de la corde AB ; si 
A', B^ sont les points d'intersection de cette sécante avec 
les asymptotes , on dev ca encore avoir B'C = A'C. 
Supposons menée IS parallèle à AB ; elle coupera OC 
enmî point Ftel,queFT=dFSa=:AA',pui8qucTAs5=T'A 
et A'CssB'G. Soit encore D le point d'intei section de 
AT et CO; les lignes AT, AD seront parallèles ainsi 
que A^O et AF, ce qui donnera les {nroportions 

CA: CA'::rD:CF, 
CA: CA'::CP:co, 
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qtii multipliées l'une par l'autre^ donnent en&i 

ca:ca'::cd:co; 

on pourra donc aisément déterminer le point A' e^ par 
suite les asymptotes. Opérant la bisection des angles 
qu'elles font entre elles, on aura la direction des axes 
principaux de Fliyperbole. Si Ton suppose ce lieu géo- 
Métrique Kipporté à 568 deux asymptotes comme axes 
coordonnés , le produit des coordonnées correspondantes 
B un point quelconque, doit être égal au quarré de la 
demi-dLstance du centre à Fun des foyers j on pourra 
donc aisément déterminer cette distance entière. Gon-* 
naissant ainsi les fcyers, la distance du centre au pied 
de la perpendicidaire abaissée d'un des foyers sur une 
asymptote, sera la longueur du demi-grand axe de l'hy- 
perbole , et les éltmens de cette courbe seront tous dé- 
terminés. 

Problème IlL Déterminer le sommet d'un cône dont 
on donne huit points, savoir, cinq sur un plan, et trois 
dans Vespace. 

Soient A, B, C, D, £ les cinq points situés sur un 
même plan , F, G , H les trois autres ; les cinq premiers 
déterminent une section du cône proposé ((ig. iS), dont 
il est &cile de déterminer le centre et par suite tousles 
élémens. Soit S le sommet demandé; les droites SF,SG^ 
SH étant des génératrices du cône, viendront rencon- 
trer en F', G', H' la courbe ABCDE. Les trois côtés du 
triangle inscrit FG'H' rencontreront les côtés corres- 
pondans du triangle FGH, en des points M, N , P situés 
sur la commune intersection des plans ABG, FGH: 
comme ces points sont £iciles à déterminer à priori, la 
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détermuiAtioii du triangle F'G'H' ne dépendra que de 
la solution de ce problème. 

Inscrire dans une sectionconique donnée untriangle 
dont les côtés soient tissujétis àpc^sserpar trois points 
donnés sur une même droite. 

Ce problème étant toujours susceptible de deux so- 
lutions y on pourra par la eonstruction que nous Indi- 
querons plus bas, déterminer deux triangles F'G'H% 
F'G'H", dont les côtés passeront par les trois points 
My N, P, et de laies sommets S de deux cônes passant 
par les huit points donnés.. 

Memarquei Un de ces cônes est déterminé par son 
sommet S et sa base ABCDE. Avec ces données on peut 
aisément construire son plan diamétral conjugué à un 
système de cordes parallèles donné. Soit par exemple 
SLla direction de ces ccnrdes ; on mènera par cette ligne 
deux plans quelconques; chacun d^^ix coupera le cône 
suivant l'ensemble de deux droites, ligne du second 
degré dont il est &cile de déterminer le diamètre con* 
jugué à la direction SL; on aura ainsi deux diamètres 
conjugués à cette directionjleplan qui les contiendra 
sera le plan diamétral, demandé. 

Revenons maiiitenant à la solution du problème dé 
Géométrie plane que nous n^àvons &it qu'indiquer. Afin 
de ne rien emprunter d'aucune théorie étrangère , j'ex-> 
poserai ici une construction de ce problème, déduite 
d'une analyse qui semble devoir au premier abord con- 
duire à des résultats compliqués, mais qui se simplifie 
«nguliêrem^nt. 

Supposons que la sectiosi conique proposée soit une 
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ellipse, son éqiiatîon sera de la forme 

Soient a, €y et! y Q\ «'', Ç\ les coordonnées des pointa 
M, N , P j y, y celles du point G' inconnu^ liées par la 
relation 

les droites MG', NG' auront pour équations 

leur ensemble pourra être représenté par Téquation 
(3) iy-yy (x'— ) ix'-J)^{x-x*) Cy~y) 

x(y-e)(y-o=o. 

Les coordonnées de tout point d'intersection des deux 
lieux géométriques (i) et (3) devront satis&ire à ces 
deux équations , et à toute combinée de ces mêmes équa- 
tions. Les équations (i) et (2} donnant par leur sous- 
traction 

y—y'~ Pix^afy 

et par la substitution de ce rapport dans l'équation (3) 

Les lieux géométriques (3) et (4) passent tous deux 
par les points F'^ H^ Si l'on ajouta ces deux équations 
après ay DÎT divisé la première para^6*, on aura, toute 
réduction fiiite, en vertu des équations (i) et (3), 
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^ (-7-^)(-^-?) 

Cest Péquation d'une ligne droite qui devant passer 
par les points F'^ H', n'est autre que F^'. Si cette di oite 
devait être parallèle à MN, c'est-à^ire si le point P était 
situé à l'infini sur cette droite ^ l'équation ^5) mise sous 

la forme m .~+7rv =0 devrait donner ~ / i Tr=^oj 

ou bien en substituant les valeurs de m et de n f 

c'est en â/, j^, l'équation d'une droite qui , par son ni ter « 
section avec l'ellipse proposée, donnera le point G'; on 
peut aisément la construire d'après les considérations 
suivantes. . 

Les droites T, T^ qui joignent les points de contact 
des tangentes à la courbe (i) menées par lies points M ^ 
H, ont pour équations 

«r Cy uT Cy 

Soient p^ q les pet pendiculaires abaissées du point G^, 
171) n celles abaissées des points M^ N sur ces droites 

T et T'j l'équation (6) se réduiraa •^ss ^jilsuffitdonc^ 

pour construire la droite (6), dé mener MK parallèle à 
T) JNK à T' et de joindre K avec le poiut I d'intersection 
de T et T^ Cette construction simple devient indépen^^» 
dante de la nature de là courbe proposée ^ elle a donc 
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lim lorsque celte courbe est une hyperbole ou une pa« 
rabole* 

Si le point P est placé d'une manière quelconque pat 
rapport aux points M, N^ l'équation (5) devra être sa-» 
tis&ite en y fiiisant xzssa^^ysssC^'^ l'équation résul«» 
tante en 4/,j^, sera celle d'une ligne droite qui, par sua 
iuterëection avec l'ellipse proposée , donnera le point 6'; 
on pourra Picore la construire par des considératioai 
analogues aux précédentes. 

Soient en eflfet T, T', V les droites de contact des 
points M , N y P j p , j/, //^ les perpendiculaires abaissées 
du point G' sur ces trois droitcb ; A et B celles abaissées 
de N et P sur T, A' et B' de M et P sur T'^ l'équation 
en a/,^ deviendra 

(5) p•=x/+î^ 

Soient encore m , m\ mf' les trois côtés du triangle fermé 

par les droites T, T', T'; soit • — sa sur&ce; on doit 

avoir 

(6). P-==5p + §/ + *, 

si on élimine p^' entre (6) et (5), on aura entre p et p^ 
la relation 

elle représente enpeUp^ une droite que l'on peut con- 
struire aisément dans l'angle des deux droites T et T'» 

Lorsque le point P est sur MN, on sait que les droites 
T, T% T* passent par un même point I; on a dono 
Aczso, mssOy m'sso, m^'=o; mais les rapports 

^,^, sont finis et égauxàjjp» j^y, en représentant par 



M, M', M", les longueurs des troia c6tés d'un triangle 
dont les directions seraient parallèles à T, T', T'' j dans 
ce cas Féquation (7) se réduit à 

et la droite G'G" passe aussi par le point I. La construo 
tion des équations (7) et (8) devenant indépendante de 
la natiu-e de la section conique proposée, sera la même 
pour l'ellipse, la pai-abole et Thyperbole. 

Problème lY . Déterminer le centre et par suite trois 
diamètres conjugués d^une surface assujétie à passer 
par cinq points sur un plan, et quatre points dans 
l'espace. 

Soient A, B, G, D , E les cinq points situes sur un 
même plan, F, G, H, K les quatre autres ; on détermi- 
nera par le problème précédent les deux cônes passant 
par lès huit premiers points. En vertu du Scholie du 
Problème /T, pag- 38 , les plans diamétraux de ces 
deux cônes et de la sui^face, conjugués à un système 
quelconque de cordes parallèles, se coupent suivant une 
^ême droite* Soit donc L la droite d'intersection des 
plans diamétraux des cônes conjugués à la direction FK; 
le plan qui la contiendra , ainsi que le point milieu de 
FK , passera par le centre de la surface demandée. Si 
Ton construit de la même manière les plans diamétraux 
de cette sur&ce conjugués aux directions GK et HK, 
on aura trois plans dont le point d'intersection sera le 
centre O de la sur&ce demandée. 

Pour déterminer complètement la sur&ce proposée ^ 
nous considérerons successivement les différentes na- 
tiu^es de la courbe ABGDE. 
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t**. Si celte cotirbe est une ellipse (fig* 19), soitO' son 
centre ^ 00' est la direction du diamètre ccmjugué au 
plan ABC ; le plan OO'F détermine une section MNF 
tle la sur&ce aisée à construire, puisque l'on connaît 
deuxdecespointsM, F, lecentreOetles directions 00', 
MU de deux de ses diamètres conjugués ; cette secticHi 
MNF est une ellipse ou une hyperbole. S c^est une 
ellipse , la surfiice proposée est un ellipsoïde dont on 
peut construire le système de trois diamètres conjugués. 
Soient à cet effet , PQ , M'N' les longueurs des diamètres 
de la section MNF, dont 00', MN sont les directions; 
soit sur le plan ABC , SO'R le diamètre conjugué de 
MOiy, PQ et S'O'R' les diamètres conjugués de la sec- 
tion PSQ fiàcile à déterminer j les trois diamètres PQ, 
M'N', S'R' seront conjugués entre eux. Si la section MNP 
est une hyperbole (fig. :2o), la surface proposée est un 
hyperboloïde; cet hyperboloïde n'a qu'une nappe si les 
points M et N sont sur deux branches différentes de 
l'hyperbole MNF, il y en a deux au contraire lorsque 
ces points sont sur une même branche de la courbe ; 
quoi qu'il en soit , on pourra construire les asymptotes 
ON*', OM'' de la courbe MNF qui viendront couper le 
plan ABC en M'^' et N"; la courbe menée par ces deux 
pointa semblable et concentrique à ABC appartiendra 
au cône asymptotiqae de la sur&ce ayant son sommet 
au centre O, lequel sera complètement déterminé par 
cette construction. 

a\ Si la courbe ABCDE est une hyperbole (fig, 21) 
dont O'S, O'S' sont les asymptotes, la sur&ce proposée 
ne peut-être qu'iin hyperboloïde; les parallèles OT ef 
OX' à O'S et O'S' sont des générttrices dje son cône 
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tfymptoûqm. SI parla droite OT l'une d'elle et le pcnnt 
F on fiiit passer uu plan, il coupera la courbe ABC en 
vm pointunique M ; la section MOF est une hyperbole 
dont OT est une asymptote. Soit Tle point de rencontre 
de MF et de OT; on prendra sur MF, BfRs:TF, et AO 
aéra la seconde asymptote de Fhyperbole MOF : cette 
nouvelle génératrice du cône asymptotique viendra 
venocmlrer le plan ABC en un point Y; selon qu'il sera 
à l'extérieur ou à l'intérieur de la courbe ABC , lliy per- 
boloïde n'aura qu'une seule nappe on en aura deux ; 
dans tous les cas, la courbe menée par ce point Y sen^ 
blable et concentrique à l'hyperbole ABC, pourra être 
considérée comme la base du cône asymptotique dont 
O est le sommet. 

3*. Enfin, si la courbe ABCDE est une parabole , la 
aur&ce proposée est un hyperboloîde ; une parallèle OT 
aux diamètres de la courbe ABC est une génératrice 
du cône asymptotique de la sur&ce. Le plan OTF coupe 
la parabole ABC en un point M , cette section est une 
hyperbole dont OT est une asymptote; on peut donc 
déterminer le cône asymptotique comme dans le caa 
précédent. 

Ijes trois plans qui , par leur intersection déterminent 
le centre O de la sur&ce demandée, peuvent être tels^ 
que l'un quelconque d'entre eux soit parallèle à l'inter- 
section des deux autres. Dans ce cas , le centre est situé 
à l'infini sur cette droite qui est un diamètre , et la sur* 
&ceest un paraboloide. 

I*. Si la courbe ABCDE est une ellipse, le parabo* 
loïde est elliptique. Soit O' (fig. 22) le centre de ABC, 
O'O un des diamètres de la sur&ce; le plan O'OF cou** 
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pera la conii>e ABC en deux points M, N; cette section 
MNF est une parabole aisée à construire , connaissant 
trois de ces points M, N, F et la direction O'O de ses 
diamètres; soient PO, RCVS les diamètres des courbes 
MNF et ABC conjugués à MN ; la sect ion PRS sera une 
autre parabole de la surface conjuguée à la tourbe MNP 
et au plan ABC, 

a*. Si la courbe ABCDE est une hyperbole , la sur&Ce 
doit être un paraboloïde hyperbolique. Soît toujours O' 
le centre de ABC (fig. 23) , O'O la direction des diamètres 
de la surface; par la ligue FO parallèle à O'O, on peut 
toujours Élire passer un plan qui coupe Thyperbole en 
deux pc»nts M et N situés sur une même branche, la 
section résultante MNF est une parabole dont on peut 
&cilement déterminer les élémeus. Soit RO' le diamètre 
de ABCcon juguéà MN, leplan RO'Ocoupera lescourbes 
ABC, MNF en des points R, S et P; la section RSP sera 
encore une parabole facile à construire. Soit Q le point 
où elle coupe (VO ; si Ton jbit descendre en ce point Q 
comme homologue à Pla parabole MPFÏF, son plan sera 
le conjugué des deux autres ABC , RSP. 

3*. Enfin si la courbe ABCDE est une parabole, sou 
axe doit être nécessairement parallèle à la direction FO 
des diamètres du paraboloïde. Si donc on mène un plan 
par deux des points donné$ F et G, et par la ligne FO, 
il coupera la courbe ABC en un point M, la section 
MFG sera une parabole Ëicile à construire* Par un troi- 
sième point H on mènera un plan qui coupera la para- 
bole ABC en deux points L et N , la parabole MFG en 
deux autres P et Q; çt suivant que la section HLiHPQ 

5 
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jéfi oa cme dlipse ou une hyperbole , ou ftchevera la 
oonstructiou comme dans un des cas précédens. 

Les plans qui par leur intersection déterminent le 
centre O, peuvent se coiq>er suivant une même droite, 
alors la sur&ce est un cylindre dont cette droite est 
Faxe ; dansce cas, la courbe ABQDEdoit nécessairement 
avoir un centre, et peut être considérée comme la diree* 
triœ du cylindre* 

Enfin si ces plans sont parallèles, k sur&cenepeut 
étrequ'un cyfindre parabolique. Alors la courbe ABGDE 
ne peut être qu'une parabole dont l'axe est paralEèle 
aux plans diamétraux de la sur&ce. On aura la gêné* 
ratrice de ce cylindre, en menant par le point K un 
plan parallèle aux plans diamétraux; il- viendra couper 
la courbe ABC en un point M, MK. sera la génératrice 
demandée. 

Dans tous les cas, les élémens de la sur&ce que nous 
avons déterminés suffiront pour construire son plan 
diamétral conjugué à une direction donnée. 

X ^ Quand la sur&ce est un ellipsoïde, on connaît trois 
de ses diamètres conjugués PQ, M^', R'S^ (%« 19). 
Soit XO Y le diamètre dont on demande le plan dia- 
métral conjugué. La section M'OX a pour diamètres 
conjuguai M'O et OT, intersection des plans R'OP^ 
BlTOX^ elle est donc connue entièrement ; on peut j 
construire un premier diamètre OY conjugué à OX ; 
par une construction entièrement semblable , on aura 
OU autre diamètre conjugué à OX situé dans la section 
R'OX ; le plan YOU sera le plan diamétral demandé. 

a''. Quand ta sur&ce est un byperboloîde, on «sonnait 
aon cône asymptotique, lequel a le même plan diamé^ 
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tnl conjugue à la direction donnée que la surface de* 
mandée; alors la remarque du problème précédent 
donne le moyen de construire ce plan diamétral. 

3^. Quand la sur&ce est im paraboloïde, on connaît 
en un point S deux paraboles conjuguées , et une section 
ABCDE parallèle au plan tangent de la sur&ce au point 
S , et dont le centre est ^ur le diamètre SO de la sur&ce. 
Soit SX la direction donnée, on mènera un plan paral'^ 
lèle à OSX qui coupera la courbe ABCDE en deux 
points M et N, et l'une des paraboles conjuguées en un 
point P j on déterminera le diamètre de la section MNP 
conjugué àla directionSX. On répétera ensuite la même 
construction pour un autre plan toujours parallèle à 
OSX* L'ensemble des deux diamètres conjugués à SX 
ainsi obtenu, déterminera le plan diamétral demandé. 

4*. Quand la sur&ce sera un cjlindre, on fera deux 
sections dans la sur&ce parallèles à k génératrice et à 
la direction donnée ; diacune de ces sections sera l'en-* 
semble de deux droites parallèles ; leurs deux diamètres 
détermineront le plan diapiétral demandé. Si le cylindre 
n'est pas parabolique , une seule section suffit y tout plan 
diamétral devant passer par l'axe. 

Problème Y. Déterminer le centre et par suite trois, 
diamètres conjugués d'une surface du second ordre 
assujétie à passer par quatre points sur un plan et 
cinq dans Vespace. 

Soient A, B, G, D les quatre points qui sont sur un 
même plan; E, F, 6, H, K. les cinq autres. Soient £', 
E'' deux points quelconques Am plan A, B^ G, D; par 
les neuf points A^ B, G, D, ^y^y ^y H, K, on fera 
passer une dur&ce (Problème IF)^ une autre par les 

5.- 
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neuf autres A, B^C, D^ È'^, F^ G y H, K. On détermi^ 
nera les pkns diamétraux de ces deux sur&ces conjugués 
à la direction £F. Soit L leur droite d'intersection ; le 
{dan qui , k contenant, passera par le milieu de£F^ sera 
un plan diamétral appartenant à la suHacc demandée. 
On construira de la même manière les plans diamétraux 
de cette surface conjugués aux cordes EG, EH; on aura 
alors trois plans dont Tintersectioti «era le centi^ O de 
k suriace. Le plan ABGD coupera cette surface suivant 
une coutbe dont le centre 0' sera TintersecUon de ce 
plan et du diamètre 00' conjugué à cette section ; la 
droite 00' est rintersection de deux plans diamétraux 
conjugués à àeàx diamètres parallèles au plan ABGD, 
plans qu'il est fiicile de construire au moyen des surfaces 
auxiliaires. Le centre O' étant connu , la section ABGD 
s'en déduira aisément. On achèvera ensuite la solution 
comme dans le Problème IV* 

Problème YI. Déterminerle centre et par suite trois 
diamètres conjugués d^une surface du second ordre 
assujétie à passer par neuf points donnés d^uns ma^ 
niite quelconque dans ^espace. 

Soient A,B,G)D,Ë, F, G, H, K les neuf pdbnts 
donnés. Soient encore D', D'' deux points quelconques 
du plan ABG. On fera passer une surface par les neuf 
points A) B) G, D'^ £, F, G, II, R, une autre par les 
neuf points A, B, G, D", E, F, G , H^ BL Atimoyen de 
ces deux sur&oes auxiliaires, on construira les plans 
diamétraux de la surface proposée conjugués aux cordes 
HEi^ DF, DG5 leur intersection donnera le centre O de 
la surface demandée. Le plan ABC coupera cette sur^ 
&ce suivant une courbe dont le centre 0' se construira 



comme dans leproblème précédent; ce centre O^ et trois 
points A y B,C^suffirontpoardéterminer complètement 
cette section; le reste de la solution se fera alors 
comme dans le Problème IV. 

Telle est la question la plus générale que Ton puisse 
proposer sur les surfaces du second ordre. La Géométrie 
n^ &it usage que de la ligne droite et du cercle; et cela 
deyait-être ainsi , puisque la solution algébrique àkr 
pend delà résolution de neuf équations du premier de-* 
gré à neuf inconnues» 

a5. Ilest à remarquer que, dans le problème dont 
nous venons de nous occuper, il n'est peut-être aucune 
des propriétés des lignes et sur&ces du second degré 
que nous n'ayons énoncée ; aussi n'est-ce pas une soUi- 
tion totalement géométrique, puisqu'elle s'appuie sur 
des propositions que l'Analyse seuleapu&ire connaître* 

Ne pourrai t-on pas conclure dé là , quHm des prin- 
cipaux buts de l'étude des propriétés des lieux géqmé- 
triques, est d^aequérir assez Je connaissances sur les 
courbes et sur&ces pour pouvoir les construire , ou du 
moins les déterminer complètement par la Géométrie ^ 
lorsque l'on en donne un nombre suffisant de points. 

Résolution graphique âea équations fnaUs, 

26. Unautrebut non moins important de l'étude des 
propriétés des courbes et sur&ces, c'est la construction 
des racines des équations. Une équation à une seule 
inconnue peut être considérée comme le résultat de Té- 
limination dHuie ou de deux variables , entre des équa- 
tions représentant des lignes ou des surfaces. 

Par exemple ; si Ton Êdt le quarré x^ de l'inconnue , 
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^1 an rectangle jc^, dans une équation du troisième 
ou du quatrièlne degré , 'elle sera du second degré en x 
et y; et puisque l'éliminatiQn de j^ entre cette équation 
et x*=j)y conduirait à réquation. proposée ^ si Ton 
construit les deux seetions coniques représentées par 
les équations entre lesquelles se ferait cette élimination^ 
les abscisses de leurs points d'intenection seront les 
racines de l'équation pn^osée. 

Pareillement, si Von&it x^^sspy^y^^saqs dans une 
équation du dnquijème, sixième, septième ou huitième 
degré,, on aura trois équations du deuxième de^é entre 
tn>is variables; et puisque l'élimination de y et de s 
entre ces trois équations conduirait à Féquation propo- 
sée en «> en construisant les points d'intersection des 
trois sur&ces du second ordre qu'elles représentent , 
leiu^ abscisses seront les racines de l'équation proposée^ 
Pour pouvoir résoudre ainsi graphiquement l'équation 
générale du huitième degré , il est nécessaire de &ire 
disparaître son deuxième terme j car x' ne pourrait de» 
venir du secooad degré en x^ y y x , par la supposition 
de af'=j!jjr et de^*= ga;. Pareillement pour que cette 
substitution puisse réussu* à transformer l'équation gé<* 
nérale du septième degré, en une autre équation da 
second degré à crois variables, il faut aussi fiire dispa-^ 
raître son second terme et la multiplier par x. 

y). Toute éqpiation du quatrième degré peut être 
ramenée à la résolution d'une équation du troisième; 
c'est ce que le calcul démontre de plusieurs manières. 
Cette tran^ormation algébrique correspond au change- 
ment d'une des sections coniques qui construisent 
^équation en un ensemble de deux lignes droites. En 
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eflfef , SI Ton conlbine les équations desdeiuc sections 

coniques par voie d'addition , après avœr multiplié la 
première par une indéterminée m, la seconde par m% 
l'équation résultante sera de la forme 

(ma 4- »'«') ^ •!• i^l^ + ^^^y^H" 3 O^c -4- m'c^) xy 

et représentera en général une nouvelle section conique 
passant par les points que l'on se propose de construire;^ 
si L'on exprime que ce nouveau lieu géométrique est 
l'ensemble de deux lignes droites^ on aura une éqtialion- 

de condition du troisième degré en —7 élémentdelaoom** 

binaison. Lorsque ce rapport sera connu , les deux lignes 
droites donneront par leurs intersections avec une des 
sections coniques primitives, les quatre points dont les 
abscisses sont les racines de l'équation proposée. 

Nous verrons par Ëi suite un exemple de ce ^ange« 
ment , en nous proposant de mener une normale à Tel** 
lipse par un point extérieur. 

O0 peut trouver immédiatement h. relation qui doit 
Ker les coefficiens d'une équation du second degré à 
deux variables, pour qu'elle représente Peûsemblé de 
deux lignes droites, en observant qu'alors le centre du 
lieu géométrique e^t un de ses points; c'est-à-dire que 
les trois équations 

Ax» H- aBJty + Gy» + al>a; + aEy 4-F = o , 
tix +Cjr + E«=;o, 

doivent avoir lieu en même temps. La première peut se 
mettre sous la forme 
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et se réduit^ en vertu des deux autres^ à 

eu sorte que Féquation de condition demandée , sera te 
résultat de Péliniinationde Jpet de^ entre trois équations 
du premier degré. Par rapport aux coefficiens, cette re- 
lation sera du troisième degié. 

28. Pareillement pour exprimer qu'une sur&cc du 
second ordre est un cône, il suffit d'exprimer que le 
centre est sur la surface, c'est-4t--dire que les quatre 
équations 

Ax» + A'y + A V + flBys + sB'xa + aB*:ry -f aCa? + aC\y 

-f- ti&z + D = o , 
Ax 4- Bj' + B'a + C SB o^ 
Vx -+- Ay + B» + C=s Oy 
B'x 4. Bjyr 4- A'» -f r/= o » 

ont Eeuen même temps ^ et commela première se réduit 

a 

eu rertu des trois autres, pour trouver la condijtîon de* 
mandée, il sufKra d'éliminer les variables x,y, z , entre 
quatre équations du premier degré. L'équation résul^ 
tante sera du quatrième degré par rapport aux coeffî- 
ciens. 

Si donc on combine par Paddition les équations de 
deux surfaces du second ordre , après les avoir multi ^ 
pliées parles indéterminées m, m'y l'équation résiUtante 
aéra cdle d'une troisième surface, passant par la courbe 

d'intersection des deux premières j et le rapport — ; dé- 
pendra de la résolution d'une équation du quatiièrae 
degré, si l'on veut que cette troisième sur&ce soit ^une 
surlace eonique. 
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La Géométrie dascriptÎTe donne nn moyen &cile de 
construire par points, les projections de la courbe d'in- 
tersection de deux cônes ^ et par suite ^ celles des point» 
d'intersection de troi» surfaces coniques. La résolution 
graphique des équations des huit premiers degrés sera 
donc complètement résolue, si Ton peut ramener la 
recherche des points d'intersection de trois sur&cés dtl 
second ordj'e, à celle des points d'intersection de trois 
cônes. Or, c'est ce que la remarque précédente rend 
possible, au moyen d'équations du quatrième degré. 

ag^ Après avoir exprimé analytiquement le» condi- 
tionsqui peuventexister entre lesd(mnéesd'un problème^ 
des raisonnemens justes indiquent toujours quelles sont 
les éliminations à efièctuer, les quantités à obtenir ; et 
comme les méthodes données par PAlgcjbre ne sont Ja- 
mais incertaines quand il s'agit dWectuer des élimina- 
tions, nous pouvons dire qae e'est la partie la moins 
embarrassante dans la recherche d-une sohitioiu Elle est 
l'intermédiaire entre deux points plus épineux pour le 
mathématicien , savoir, la mise en équation et la lecture 
géométrique des résultats de l'Analyse. 

Les équations finales exprintent dts relations entre 
les données et les inconnues. Pour parvenir à les démê- 
ler, il y a des fadeurs communs à rétablir, des termes qtu 
ont disparu à ajouter, des e:^pressions géométriques à re- 
connaître. Souvent même les transformations qu'elle 
feiit subir aux équations , ne peuvent se prouver que par 
vx\e sorte de Synthèse. U Êiut partir de l'équation trans- 
formée pour démontrer son identité avec la primitive. 
C'est par de semblables moyens, que l'Algèbre indique 
quelquefois l'endroit sur lequel on doit interroger la 
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Géométrie, pour obtenir une solution déduite de la 
seule considération de ses théorèmes. Pour en donner 
un exemple , proposons-nous de traiter par l'application 
de l'Algèbre à la Géométrie le problème suivant.. 

Problème. Trouver sur une eirconf<irence donnée 
tm point X (fig. 2^) telj qu^en joignant ce point à deux 
autres A etB donnés, les lignes AX , BX coupent la 
circonférence en. deux points C, C^ situés sur une pa- 
nzllstedAB. 

Dans le problème de la pageSS nous avons résolu 
cette question d'une manière plus générale y puisqu'au 
lieu du cercle, nous avons considéré l'ellipse; nous 
sommes arrivé à une équation finale qui^ dans le cas 
particulier du cercle , se réduit à 

a, C, o.^, C sont les coordonnées des points A et B. 
Cette équation indique une ligne droite à construire 
pour un nouveau lieu géométrique du point demandai 
dont les coordonnées sont ^^>'^ 

On peut déduire de cette équation ime solution syn- 
thétique du problème. £n effet, si l'on suppose AX=:/2y 
K&.ss^d^y que l'on désigne par /et ^ les longueurs des 
tangentes au cercle donné, menées par les points A et 
B, on aura 

•• + C» — R^rsl*^ ^'»4.C»— R* = ir» 
C=«^-^)^+Cy'-0* = ^i (or'- O* + (/-«")* = *• 
et par suiite- 

yc + *% = HR* 4- ••+.«•--* ). 

yc + *V s» i (R* + 4' +^* — <''*)• 
La substitution de c^ diiféreiitei valeurs dansTéc]^!». 
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tion (6)ydomïerz 

^—d^ if'--dr* .. . d et d I 

Le rapport des longueurs AX^ BX est ainsi déterminé; 
d'ailleurs une proposition géométrique connue, donne 
un cercle &cile à construire, pour le lieu géométricjue 

de tous les points X, tels que le rapport g^ ^^* ^^^" 

stant. Le point demandé sera donc donné par l'inter- 
section de deux cercles. 

Des considérations purement géométriques condui- 
Hîent au même résultat que l'analyse précédente , car 
on a, soit d'après la nature des données, soit d'après celle 
de l'énoncé, 

AC :Bcr::AX:BX, 

d'où l'on déduit aisément 



AX AC_£_AX 

bx'bc""?* Sx** 

d'où enfin izzz^. 

L'Analyse algébrique indique ici a la Géométrie )a 
solution la plus directe de la questionproposée.Onpour-* 
xait en effet trouver d'autres moyens de eonstruction^ 
en disant remarquer l'identité du point demandé avec 
celui de contact d'un çerele tangent au cercle donné p 
passant par les points A et B. Mais cette transformation 
de l'énoncé ne donnerait qu'une solution indirecte. 

Le plus souvent , l'étude des équations finales ne fait 
qu'indiquer le moyen de simplifier la construction des 
lignes dont les intersections doivent donner le point 
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demandé* C'est ordinairement par des considérations 
gëoméirîqnes, que Ton vient à bout de oelte simplifica- 
tion. On peut donner un exemple de cette simplifiea- 
tion , sans s'écarter de la question précédente^Supposons 
en efi*et qu'il faille que la droite CC, au lieu d'être pa-> 
rallèle à AB, aille passer par un troisième point D» 
Dans ce cas^ nous résoudrons ce nouveau problème : 
Inscrire dans un cercle donné un triangle dont les 
côtés soient assujétis d passer chacun pç^r un point 
donné. Ce n'est qu'un cas particulier du problème de 
la page 589 et cependant on ne peut arriver qu'à sim* 
plifier de même la construction de l'équation finale.. 

Les opérations quel'on &it subir aux équationsfinales^ 
pour simplifier la construction des lieux géométriques^ 
ne les laissent ps toujours tek qu'ils se présentent* 
Très souvent au contraire^ une certaine combinaison 
des difierentes parties du résultat^ donne une nouvelle 
ligne plus facile à construire que les primitives. C'est 
ainsi qu'en trailtant par l'Analyse algébriqueleproblème 
de mener une tangente à un cercle donné par un point 
extérieur, on obtient d'abord outre celle de la circon- 
férence donnée , l'équation d'une ligne droite autre lieu 
géométrique des points de contact ; combinant ensuite 
cette nouvelle équation avec celle du cercle donné, on 
parvient à trouver un autre cercle &cile à déterminer 
de grandeur et de position, sur lequel doivent aussi se 
ttoUvet les mêmes points de tangence*. 

Transformations des coordonnées^ 

3o. Si les constructions à eflfectuer, malgré toutes !e$ 
recherches que l'on pourrait aire pour les abréger, 
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étaient encore trop compliquées, on poiUToit placer les 
données par mpport aux axes coordonnés, de manière 
à &ire disparaître le plus ^nd nombre de lignes rekh 
tires à leur position ai4>itraire. Mais alors la construction 
n'a lieu que d'après ces seuls axes principaux ; il est yrai 
qu'ils ont souvent des positions tellement liéesà la figure 
proposée, qa*une construction par les ordonnées et lesab- 
scisses , peut quelquefois se démontrer synthétiquement* 

La position la plus avantageuse n'est pas toujours 
évidente. On ne sait pas toujours qtielles lignes il faut 
supposer nulles ou égales en grandeur, quelles directions 
doivent être perpendiculaires , parallèles aux aies coor- 
donnés, ni même quel doit être l'angle de ces axes. U 
.but alors chercher par la transformation des coordon-<' 
.nées dont les formules contiennent des indéterminées ^ 
quelles sont les valeurs de ces constantes aTl)itndres qui 
correspondent au but proposé. 

Le changement du système des axes est d'une grande 
iitiUté pour dévoiler les secrets de l'Analyse. La discu»* 
sîon complète des lieux géométriques, la détermination 
de certains points parlicuUers, la démonstration de 
l'identité de certaines lignes , enfin beaucoup de recher- 
ches précieuses, ne sauraient s'effectuer sans le secours 
de la transformation des coordonnées ; il est même des 
problèmes qui semblent ne pouvoir être résolus analy- 
tiquement que par son emploi» Tel est celui qui suit. 

Problème. Trousser le lieu géométrique du point 
d'intersection de deux droites tangentes à une courbe 
du second degré, et perpendiculaires entre elles. 

Je suppose d'abord que la courbe ait un centre^ son 
équation i rapportée à<kux axes rectangulaires^ sera de 
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la&rme 

Soient a et & les coordonnées du point I d^tersection 
des deux tangentes que je désignerai par Tet T'; X , Y 
les cosinus des angles que£>rme la droite T avec les axes 
AX et AY; X\ Y' les cosinus de ceux que la deuxième 
tangente T' forme avec les mêmes axes; x^y les coor- 
données variables par rapport aux tangentes IT^ IlY 
rectangulaires considérées comme axes ; toutes ces quan*. 
tités seront liées entre elles par les relations 

Si Ton élimine s et jr entre les équations (a) et (i), 

l'équation résultante 

y(»nX'*+iiY'0 + «^*(»»X«+iiY*)+ ajrî;y'(mX'* + nr*) 
+ ay(mflX'4^Y')+ajt^(maX+ii*Y)+(ma*+ii4»--i) =o, 

esqprime la courbe rapportée aux axes TI| Tl. Puisque 
cette courbe doit être tangente aux nouveaux axes ^ il 
fiiut qu'en fidsant dans son équationj^ ss o , ces valeurs 
de x' correspondantes soient égûe»^ ce qui donnera 
i'équation de condition 

mit(i*X* + a*Y* — aaiXY)=smX»4-nY*; 

il &ut aussi qu'en y faisant x'sso, les deux valeurs de 
y soient ^ales, ce qui donne une nouvelle équation 
de condition sjrmétrique de la précédente 

m» ( 4«X'* + «•Y^ — aoiXY' ) t^wX'» + nY'%- 

en ajoutant ces deux équaticms^ l'équation 
se réduit 9 en vertu des relations (3), à 

C4) «• + *• = = + r; 



eette dernière résout le problème. On j Toit que le lieu 
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géômétriqtie demandé est un cercle concentrique à la 
courbe donnée par l'équation (i). Si cette courbe est 

uneellipae, les quantités —, - seront positives et ^ales 

a A% B% A et B étant ses demi-axes, en sorte que le 
rayon du cercle sera lliypoténuse d'un triangle reo* 
tangle dont A et B seraient les côtés. Si l'équation (i) 
représentait un cerde, lecerde (4) aurait pour rayon 
la diagonale du quarré du rayon dimné , ce dont il est 
aisé de s'assurer d priori par la Géométrie simple. On 
Terra aisément que si l'équation (i) représenf iait une 

l^yperbole, une des quantités — » - étant négative, sui« 

Tant que l'angle des asymptotes dans lequel se trouve la 
courbe, sera plus petit , égal ou plus grand qu'un droit , 
le lieu géométrique sera un cercle, se réduira à un 
point, ou n'existera pas. 

Si l'on répétait les mêmes calculs , en supposant quela 
courbe donnée fdt une parabole, on trouverait sa direc-^ 
trice pour le lieu géométrique demandé; d'ailleurs, en 
considérant la parabole comme une ellipse dont les 

axes A et B sont infinis, et le rapport jr fini et égal àp^ 

on prouve aisément que le cerde (4) se réduit à une 
ligne droite, c'est4rdire à un cercle de rayon infini, ou 
dont la courbure est nulle. En effet , l'équation du cercle 
rapp(Mtée au sommet de l'ellipse est 

*• + «•= A (aa + l*), 

et à(mMp+2a:=so lorsque T^^o, -r- =jp. Ainsi on 
peut conclure généralement que si le Heu géométrique 



à 
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demandé existe, c^est on cercle concentrique à la courbe 
du second degré donnée. 

Par des calcids identiques auxprécédens , on peut ré-> 
fioudre lés deux problèmes suivans. 

Trouver le lieu géométrique de V intersection de trois 
plans rectangulaires tangens à une surface du second 
degré* 

Trouper le lieu géométrique de Vintersection com^ 
mune de trois droites rectangulaires tangentes à une 
surface du second degré. 

Si Ton suppose que la sur&ce soit représentée par 
réquation 

ces lieux géométriques seront 

m u p 
pour le premier ; 

pour le second. En sorte que si la sur&ce du second 
degré était un ellipsoïde aux axes 2A, aB, 2G, les lieux 
l^métriques lui seraient concentriques; le premier re» 

présenterait une sphère de rayon V'A^^^B^-f-C* et 
le second Fellipsoïde qui aurait pour axes 

V^'+Bqrcï- V^*+Â?+cî' V^+T^- 

L^ellipsoïde donné pourrait se réduire à une sphère de 
rayon R ; alors les deux lieux géométriques seraient deux 
sphères concentriques entre elles et la proposée. Tune 

de rayon R \^Zj l'autre de rayon R Vf» 
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Symétrie. 

3i» H &ut remarqoer dans la dolutioa précédentei 
qoe la symélrie de quatre téqnatioiis entre les quatre 
mconnues X , Y, X^ Y'9 41 suffi pour les éliminer toutes » 
et obtenir une équation finale indépendante de ces 
inoonnues* 

En généndy la s^étrie entre les données cPun pro» 
Uème abrège, diminue^ les travaux du calculateiu*; on 
ne saurait rejeter un ptincipe qui fournit des moyens 
d'élimination si rapides, qui simplifie les immenses té^ 
Siultat3 de l'Algèbre, et sert à les démontrer, à les énon- 
cer de la manière la plus, élégante. 

établit une symétrie réelle entre les dcmnées et lea in- 
connues. Cette symétrie remarquée , étudiée avec soin ^ 
met la solution demandée sous la puissance du calcnly 
pour ainsi dirte au moment où il s^ attend le moins. 

Pour donner un exemple de cesheureusesrenccmtres^ 
je me propose de résoudre le problème suivant par la 
Trigonométrie. 

Problème, (hnatmire un triangle équilatéml qui. 
ait 9es sommets sur trois circonférences conc&i^riquê^ 
de rayon donnés, 

Seit ABC (fig. a5) le triuigle demandé, x son càté^ 
O le centre commun des trois cercles donnés, OA ^^sa^ 
0&:=sbj OC^ssio leurs rayons. L'un des angles égxaan 
du triangle équilatéral , Fangle BAC par exemple, est 
égala la somme ou àla différence des deux angles CAO, 
BAO, dont les cosinus sont 

cos CAO 5= ■ , cot BAO =: . — -^-S- 1 

6 
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on a donc l'équation 

Cette équation est symétrique en a et jv. On déduit de 
cette remarque , que si les trois cbxxmférences concen-* 
triques avaient pour rayons b^c jXy a serait le côté du 
triangle équilatéral demandé ; 9i donc on inscrit entre 
les deux circonférences de rayon 6 et c, une droite 
MNssa, que l'on construise sur cette ligne un triangle 
équilatéral MNP, la ligne inconnue x sera ^le à la di- 
stance QP du sommet isolé de ce triangle équilatéral 
au centre commun des cercles donnés. U est aisé de voir 
qu'il y a deux solutions^ c^est-à-dire, que Finconnue x 
est susceptible de deux valeurs. Deux constructions sem- 
blables auraient encore été indiquées si Ton avait consi- 
déré Tun des angles ABC, BGA^ et comme les trois 
triangles MNO de ces trois constructions ont les côtés 
égaux , on en dédtiit la proposition suivante. 

THÉORiBfE. Si sur les trois côtés d*un triangle ABC 
(fig. a6)j on construit des triangles équilatéraux ABM^ 
ACN, BCP, les lignes AP,BN, CM seront égales. 

Et en efiët y par im raisonxiement semblable à celm 
dont on &it usage dans la proposition du quarré de l'hy- 
poténuse , on prouverait que les triangles ABN, ACM 
sont égaux ainsi que les triangles ABP, MBC, que par 
consétjuent BNs= AP=CM. 

Il est d^ailleurs très aisé de voir que ces droites se 
coupent en un même point. En effet, si i>ou5 considérons 
la droite AP, elle coupe en im point O le cercle CPB, 
partage l'arc CiPB, et par suite l'angle BOC=| d'angle 
droit en deux parties ^ales; d'où il suit que BOA 
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r=s.C0As5=|, que les lignes CO, B() opèrent pareille^- 
ment la bisection des angles AOB, AOC^ qu'elles 
passent donc par les points M et N milieux des arcs 
AMB^ AJNB appartenans aux cercles AOB, AOG. Les 
droites AP, BN, CM se coupent donc en un même point 
O. D'après cela ^ il est aisé de résoudre le problème 
suivant» 

Problèiiie* Trouver sur le plan d'un triangle un 
point ^oU sea trois cétés soient vus sous un même 
angle. 

C'est ainsi que la Synthèse en démontrant un théo^ 
rème que l'Analyse à trouvé , en &it une proposition 
isolée, d'où peuvent encore découler plusieurs autres 
^Propositions. 

Méthodes indirectes. 

3a. Une des preuves les plus incontestables de la 
richesse^ de la généralité delà Géométrie , c'est sans con-* 
tredit le secours qu'elle tire des sciences qui lui doivent 
sinon leur naissance , du moins leur accroissement et 
Ifnir clarté; car si la science de l'étendue prête ses figures 
aux autres sciences exactes et naturelks qui les con- 
Mdèrent à leur manière, soit avec la rigueur des dé~ 
monstrations, soit avec l'incertain de l'expérience, elle 
peut souvent déduire de ces nouvelles considératious 
qu'on lui croit absolument étrangères, des principes à 
démontrer, qudlquefois même les points de départ des 
plus belles tliéories. 

La Mécanique est sans doute la science qui promet 
le plus de découvertes a la Géométrie; la Statique em^ 
prunte souvent sa synthèse, ses principaux théorèmes^ 

6.- 
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H hà donne en édiange^ jcût one nouvelle démonstra- 
tion d'un prindpe déjà connu, soit h aolntion d'un pro* 
bième dont elle a timduH Fénoncé dans son propre lan- 
gage. Cest ainsi qo» la reeliercbe du centre de gravité 
d'un tiianf^ y prouve que les lignes qui joignent les 
sonunets ec les nufieux des cbitêk oppoéés, se coupent 
toutes trms en un même point. Quelquefois la j^dence 
de l'équililnre se &it un jeu des problèmes les pius diffi* 
ciles de ht Géométrie, et va quelquefois de pair avec 
les calculs les plus élevés de l'Analyse algébrique. 

Les maxima ^mimma des distances ou des 
de distances, sont souvent l'écuâl de la 



de l'Algèbre même; et beaucoup de problèmes sur les 
extrêmes grandeurs resteraient sans solution , si le calcul 
infinitésimal ne s'en était occupé. Un des grands avan- 
tages delà Statique dans ces sortes de questions , si toute* 
fois elle peut lestindulre, c'est de&ire connaître les rela* 
tiens que les conditions entre les longueurs établissent 
entreleurs directions respectives, car il n'est pas d'équi- 
libre qui ne soit dû autant à la direction des forces^ 
qu'aux rapports de leurs intensités. Qxnme cette trans- 
fohnation des lignes aux angles est souvent très difficile 
à trouver par la Géométrie simple, il n'est pas étonnant 
qu'elle se présente alors inférieure à laStatiqoe , comme 
on peut le voir dans k solution suivante. 

I^BLÈMS. Trouver un point tel, que la somme des 
distancée de ce point d trois points donnés soit «ff. 
minimum. 

Si Ton suppose trois anneaux fixés aux points A, B^ 
C (fig. 37) ^ et un quatrième attaché au point O extré- 
mité d'une corde ^ kqueUe passera successivement par 
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ies «humux fixe B» A > par Tamiean mobile O^ et enfio, 
par le quatrième fixé en G; il est évident qu'une force 
quelconque qui tirerait le cordon suivant CM, sera en 
équilibre avec la résistance des aimeaux fixes , lorsque 
Ta somme des cordons partiels sera un minimum; le 
point demandé est donc la position de Panneau mobile 
0| lorsque l'équilibre a lieu* Mais les cordons partiels 
AO, BO^ CO doivent être tendus également; l'anneau 
O est donc tiré sinvant ces tnàs directions par des forces 
^ales ^ si donc l'équilibre à Eeu entre ces fi>rces, il fiiut 
4|ue la du'ection de l'une quelccmque d'entre elles divise 
l'angle des deux autresen deux parties égales , ou ce qui 
tevient au même, que les angles ACB, AOC, BOG 
soient égaux entre eux et aux quatre tiers de l'angle 
droit« Le point demandé sera dcmc rintersection de 
deux |begmens capables de { d'angle droit , construits 
$ur deux des côtés du triangle ABC Le dernier problème 
du chapitre précédent donne encore un moyen de dé- 
terminer le point O. 

U poiHTait arriver que l'un des angles du thangle^ 
Fangle A par exemple ^ fùA plus grand que | d'angle 
droit 9 alfMTs la. construction ne serait plus possibla^ Mais 
il aisé de voir que le point demandé serait le sommet A 
lui-même. En effet^ si l'on conçoit que ce point soit 
toujours situé i^ur la ligne AO , le point O intérieur au 
triangle ABC satisfera toujours au problème, même si 
le point A se confondait avec lui, c'est-à-dire si l'angle 
A était égal à f d'angle droit; à plus forte raison ce 
point Asera-t-il encore la solution du problème, lors* 
que l'aiigle A sera plus grand que f d'angle droit 
Par une supposition entièrementsemblable^ onprou* 
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vcrait que le point qui jouit de la propriété de donner 
un minimum pour la somme de ses distances y à autant 
de points fixes que l'on voudra ^ est celui autour duquel 
seraient en équilibre autant de forces égales dont les 
directions serait assujéties à passer chacune par un des 
points donnés. On peut exprimer analytiquement que 
l'équilibre a lieu relativement à ces mêmes directions , 
car on doit avoir en désignant par X , Y, Z les angles 
que forme Fune d'entre elles avec trois axes rectangu^ 
laires quelconques, par XV Y', Z^les mêmes angles pour 
ime seconde direction , et ainsi de suite 

(i) ciosX-f* eôfX' + cosX^-f-etc.î=:o, 
cos Y + cos Y' 4" cos Y" +. . . na o , 
cos Z + cos Z' -f» ces Z* -#-. . . = o* 

Si les points donnés sont situés dans un même plan^ 
réquibbre sera entièrement exprimé par les deux pre^ 
mîères équations. Si de plus les points se réduisent à 
trois, on aura 
cos X 4- cos X'= «^ cos X*, cos Y+ coa Y' =— cos Y'. 

Ajoutant les eairés de ces équations et observant que 

cof^X 4" cof*Y = 1 , 

CO«*X'-f C08*Y'=1, 

eo3*X''+ coi*Y" =£ X , 
€t cos X cos X' •+'Coi Y cos Y* =cos V, 

Y étant l'angle formé par les directions^^OA et OB, on 
trouvera :2C0S V 4* ^ 2*= ^5 l'ange V est donc eflfective^ 
Ident égal à | d'un droit. 

Si les points sont au nombre de quatre, toujours dans 
im même plan, les équations 

cos X + eos ^' =— (cos X" 4- cos X*) * 
cos Y 4* cos Y' ss — ' (cos Y* + cos Y*) ;, 
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dont on déduit en ajoiitant leurs quarrés 

ces Xcoa X'-f* coa Y co^ ¥*= cos X" cos X* -f- co« Z'cos Z*, 

indiqueront pour le point demandé ^ le point d'inter* 
section des diagonales du quadrilatère. 

Le Gatlcul infinitésimal donne aussi les équations (i)« 
ËDi effets ûajSyy^ mf^ €\ y, etc. , sont les coordonnées 
des points donnés^ Xy y^ z celles du point cherche, la 
somme des distances sera 

et devra être un minimum» La différentiation succes- 
sive par rapport aux trois variables ^ donne des équations 
identiques avec les équations (i) trouvées précédem- 
ment. 

33. rious avons à peu près passé en revue tous les 
moyens que le géomètre peut ^nployer dans la solution 
d^ problèmes* Il est vrai <{ue nous n'avons &it qu^ef^ 
fltauher plusieurs d'entre eux , pour nous attacher aux 
pjHncipaux; peut-être même ceux qiie nous avons né- 
^gés^ ont ils une marche plus difficile à suivre que les 
autres. Mais le d^é d attention que Ton doit apporter 
à un sujet quelconque doit toujours être proportionné 
à s0n degré d'utilité. 

Nous aurions peut-être dû approfondir un peu plus 
cette méthode mixte ^ où des considérations purement 
géométriques fournissent des équations étrangères k 
l'Analyse deDescartes. La recherche de ces sortes d'équa- 
tions ofire lesmêmes difficultés que la Géométrie simple; 
et si leur résolution ne dépend que de l'Algèbre, elle 
entre souvent pour la moindre partie dans la solution 
des problèmes. On peut d'ailleurs appliquera la fois à 
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cette méthode mixte , les principes que nous wons 
énoncés en traitant séparément des méthodes simples 
qu'elle renferme. 

Je ne ferai que citer pômr exemple la théorie de la 
<!ri5tallisàlion si él^peanment traitée par son autemr« De 
simples considérations géométriques Font conduit à ses 
calculs, et cette méthode offire iei ce grand avantage^ 
qu'en ne perdant pas, pour ainsi dire, la Géométrie de 
Tue , il est plus &êile d'interpréter à â<m profit ks résuW 
tats de l'Algèbre* 

34. Ce n'est pas qae cette théorie ne puisse se calco^ 
1er par abscisses et ordonnées ; cette manière d'aborder 
la questicœt office même de son côté de grands avantages. 
Mais peut-être serait elle insuffisante si l'on dberchait 
à connaître les rapports des longueurs, plutôt que les 
angles des cristaux. Peut-être aussi ce nouveau calcul 
eslgerait-il des oennaissances mathématiques un peu 
plus grandes, do minéralogiste qui voudrait étudier 
cette théorie^ et que pour remédi<^ à cet inconvénient^ 
les méthodes les plus élémentaires sont toujours pré- 
férables. 

Cependant , pour prouver que l'Analyse de Descartes 
n'est pas incapable de traiter une des plus belles appli- 
cations du calcul à la Géométrie , )e vais indiquer la 
marche que Fim pourrait j:»*endre. Si je réussis à doimer 
une analyse simple et &cilement appUcable, je m'^ap- 
plaudirai d'aroûr fidt rentrer sous le domaine d'un cal* 
cul qui doit être général, un sujet xpii semblait le fuir 
Et si, malgré mes tentutives, ce calcul se trouve com^ 
pliqué , on ne pourra du moins lien conclure contre la 
généralité de son application. 
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Les axes que nom con8idér0ns aeraut oUiqaes; nous 
diéngneron^ par «, C^y las angles YAZ, XAZ, XAY. 
L'équation du plan aéra toujoois miae sooa la forme 

lift If p 

lea quantités m, n, /? que j'appellerai les paramètres 
du plan 9 r^résenteront alors les distances de IWii^ine 
des coordonnées au^i points où le plan vient rencontrer 
les axes des s^ des^ et des z 

Dans ce système d'axes ^ la distança d'un point dont 
les coordonnées sont x^ypak l'origine, est exprimée 
par la formule 

D' =s or^ -f- jr* 4» jl^ 4- «9^ cos <.« -4* ax2 coA C «f» axy ces > ; 

€t pour avoir la distance entre deux points dont les 
coordonnées soient x^y^ z pour le pr^oaier, a/, y^ ii 
pour le second, il suffit d^y changer x^y^ z en (jr-— x'). 

Cette formule peut se démontrer ainsi qu'il suit. 
Supposons par le point M (fig* s8), MP parallèle à 
AZ, PQ à AY et menons APA^ Le triangle APM 

donnera 

?>=:««-f apV^-APcosMPA'. 

Mais le triangle APQ donne 

et la projection de AP sur AZ étant égale à la somme 
des projections de AQ et de QP, on a APcosMPA' 
;ps 3P cos € -(- j^ cos fit. 

Substituant ces deux valeurs dans D*, la formule pré- 
cédemment énoncée sera démontrée. 



La formule qui donne le cosinus de l'angle que forme 
les deux droites, dont les équations sont x=:azy 
ytszhn pour la première, et xxaB^dz^y^^^h'z pour la 
seconde , est alors 



Pour k démontrer, soit pris sur la première droite un 
point M aux coordonnées ap,y, x , et dont la distance à 
l'origine soit l'unité; soit également pris sur la seconde 
droite im point M' aux coordonnées x\ y\ z', tel 
que AM'cs AM = i. Le triangle fiiAM^ donnera cosV 

S50 . Substituant la valeur de MM' en fonction 

de « , ^, js , jt', y\ x', et observant que AM == AM'= i , ^ 
on aura 

co«V=[]za'+xa/ +jy'+ (xy'+yx)co8y + ( vj&'4-y»)cosA 

+ ( Jp*' + *'*) coït 

Si dans les équations qui expriment que AM=:i, 
AM'*=i , et dans cette valeur de cos Von ait «s=:ax, 
j^s=6x, a/s=saV,j^'=:iV, ces équations ne contiien- 
dront plus que z et z^\ et si l'on élimine ces deux quan«- 
lites , le résultat sera la formule à démontrer. 

Pour trouver l'équation d'une droite perpendiculaire 
à un plan , il suffit d'exprimer que la droite est pei:pea- 
diculaire aux traces de ce plan. 

Soit (i) :p=az,j^=:6x, les équations inconnues de 
la peipendiculaire , et 

celle du plan donné; sa trace sur le plan des^x a pour 
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équations x=:o,j'=: z +»• On exprimera qu'elle 

est perpendiculaire à la droite (i), en exprimant que 

ces V est nul y lorsqu'on y fait a's=:o, ll z^ -, ce qui 

donne entre a et & une première équation de condition 

r~.^-C0S«j4*^r--'<^sC— -COSyj + &r-COS«— — J=:0. 

C)n peut en déduire l'équation exprimant que la droite 
( i) est perpendiculaire à une autre trace du plan , en y 
changeant les lettres h^ 6 et n, en a^ et, niy et récipro- 
quement, d'où 

(— — -cosCj+^l ""Cosii— - -cosy j+af — cosC— -)=so. 
m p / * \m p y ' \m p/ 

Ces deux équations donneront les valeurs de a et 6, et 
les équations de la perpendiculaire au plan seront 
connues. 

Pour calculer les équations d'une perpendiculaire à 
l'un des plans coordonnés, par exemple, au plan des 
xy^ il suffira de faire dans les relations précédentes 

— s=o,-»=o, ce qui les réduira à 
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a cos y + i + coi « = o , 

a -)- ^ CO£i V + C05 C z£: O , 

cos a — coâ C cos V 



d'où J=— 

fim*y 

008 C -— cos « cos y 

sin* y 

Si Cl =: C=: j', ces valeurs se réduisent encore à 

• . cos« 

a=:6== 1^ , 

1 -f~ cos « 

r^ous rappellerons que l'angle de deux plans est le 
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niéme que cdui fonné par deux perpendiculaires à ces! 
plans, et que celui d'une droite et dW plan, est le 
complément de Vangle de cette droite et de k perpen- 
diculaire au plan. 

Du paralUUpipide. 

Supposons d'abord que la forme primitive soit im pa« 
ralléUpipède quelconque dont les arêtes soient A, B, 
C , et les angles « ,/^, y. Prenons les axes parallèles aux 
arêtes. Les huit angles soEdes formés par ces axes cor<* 
respondent aux huit angle$..solidès du cristal. De sorte 
que si l'on veut considéi er un décroissement siu* un de 
ces angles, il suffira de considérer la &ce qui en résul:* 
ferait sur Fangle à Yon^^joe qui lui correspond. Nous 
supposerons toujours les plans de déeroissemens menés 
par cette origine parallèlement à leur' direction ; sup- 
position qui nous est permise , puisque nous ne v<iulona 
calcula que les angles de ces diflerens plans. 

Toyons maintenanf comment nous ferons pour troor 
Ter l'équation de ces jJans. Considérons l'un des angles 
solides du cristal, par exemple» celui qui correspond à 
l'angle de l'oidgine dans lequel les coordonnées sont po-^ 
aitives. Le décroissentent sera le plus général pos$ihle , 
s'il a lieu par une soustraction de m fois l'arête A sui- 
vant AX, de/i foisl'aréteBsuivantrajie AY, etde;>foi^ 
1 arête G suivant Taxe AZ, les trois nombres m,n,/» 
étant différens; d'où il suit que les paramétres de k &ce 
résultante de ce décroissement, seront proportionnels 
à mAy /zB, pC. L'équation d'un plan qui lui serait 
parallèle, mené par l'origine sera donc 
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Si le décroissement avait lien rar nn autre angle 
aolide du cristal primitif , il faudrait pareiUemeut coii- 
sidàrer l'angle à Forigine qui lui correspond. Pour comr 
prendre tous les décroissemens dans une seule équation, 
il suffit d'indiquer que les paramètres sont susceptibles 
de dianger de signes, ce qui donnera 

Si le décroîssement est du genre que M- Hauy à 
nranmé intermédiaire, les nombres m, n^ p sont tous 
différens^s'il a lieu sur un angle sans être intermédiaire, 
deux de ces nombres sont ^ux; enfin, si le décroîsse- 
ment a lieu sur une arête, un des nombres m, /i, /^ est 
infini , et Féquation du décroîssement est de Tune quel- 
conques des fi)rmes suivantes 
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L'axe du cristal est ordinairement supposé parallèle 
à IHme des arêtes; quelquefois il joint deux sommets 

«igus, et se. équationssout alors delà forme ï=5=ê' 

L'angle ipi'une fiice de décroissement Ëiit avec l'axe, 
est complément de celui que &it cet axe avec une per^ 
pendiculaire à la &ce. L'angle de deux&ces est le même 
que Fangle formé par deux perpendiculaires à ]em*s 
plans. Les formules préliminaires donneront le moyen 
<le calculer ces angles s'il en est besoin. Enfin, si l'on 
Teut calculer les angles plans d'un cristal, oncherdiei^ 
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les angles (brméfl par les droites, intersedions delà fiice 
oue Ton considère et des Ëices adjacentes. 

Cette méthode a cela d'avantageux que l'on peut 
trouver immédiatement l'angle que &it telle £ice d'un 
cristal secondaire, avec telle face d'un autre cristal , 
pourvu que l'on connaisse les déa^oissemens qui font 
nattre ces deux &ces» 

Applications. 

Si le cristal j«îmitif est un paraUélipipede rectangle, 
les cosinus des angles «, £, y sont nuls. Les formules 
préliminaires se simplifient singulièrement, aussi le 
calcul des angles est-il beaucoup plus simple. 

Si le parallélipipède est un cube^ on a de plus Ass B 
s=C, et l'équation d'un décroissement quelconque est 
de la fi>rme 

m n p '■ 

la valeur de cosinua Y est 

les équations d'une perpendiculaire au pliai 

m » ' p 

sont *==;È*t J^''*-** 

Proposons^ous de calculer Fangle de Poctaèdre ré^ 
guKer, cristal secondaire provenant d'un décroissement 
d'une rangée en largeur et d'une en hauteur sur les 
angles du cube. Il suffira de fidrepssTnss/issa i^les 
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équations de deux &cea adjaceutes seront 

Si a et by dans la valeur de ces Y, appartiennent à la 
perpendiculaire au premier de ces plans, leur valeur 
géra -f* i . Si a' et 6' appartiennent à la perpendiculaire > 
au second leur valeur sera — i , en sorte que cos V='5 . 

Pour calculer Tangle plan on observera que la lace 

j:-4-y + 2i==o> 

> 

est adjacente aux deux &ces 

son intersection avec la première a pour équations 

■ • 

x^zz=iOy jf = o; 
son intersection avec la seconde 

Si donc on Eût dans cosV,*a = — -i, bcs^Oy a' = o, 
i^'=— ï, on aura cosV=î, d'où V=— g-; et en effet, 

chaque face de l'octaèdre est un triangle équilatéral. 

Le dodécaèdre rhomboïdal provient d'un décroisse- 
ment d'une rangée en largeur, et d'une en hauteur sur 
les arêtes du cube. Les équations de ses Êices seront 

xdtys=zo, x±:z=LOf ydzz:=zo, 

eiil y aura deux angles à considérer, celui que font les 
£ices 

et celui que font celles représentées par les équations 

x+a5 = o, ^ + *^=o. 
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Les équationa des perpeDdiculaires aux deux premiers 

plans donnent aasi, 6=:o> a^ =s i, &'=o, d'où 

oosYsssOi Vsss lOO*. 

Les équations des perpendicolaires aux deux autres 
plans donnent as=:t, 6=0, a'sso^ b'sst^ d'où 
cosV=|,V«s66*f. 

Quant a Tangle du rhombe, on observera qnela &ce 
ip— -^sssoest adjacente aux deux autres jip-("<^=^^f 
iP-~seso; son intersection avec la première a pour 
équations x^^zzatOyjr^zssOy son intersection avec 
la seconde âp*—r=so,^-^z=sso. Donc ^ en supposant 
a s=— I, Jss— I, a'sss ij^sasi, <m aura pour cosY^-^. 
On pouvait prévoir ces résultats wl observant quir le 
dodécaèdre peut provenir dHme troncature tangente à 
tous les angles de l'octaèdre. 

Le dodécaèdre pentagonalde la Minéralogie, provient 
d*un décroissemtfit d'une rangée en largeur et de deux 
en hauteur sur les arêtes du cube* Ses &ces auront 
pour équation 

ai:^=0» ap±-=sRO, v±;ît»o. 

Les angleaformés par leurs plans sont de trois espèces. 

Le premier, formé par les &ces s +'^ sss o, z -— "^ss o ^ 

donne oosY c=*^|. Le second, formé par les fiices 

«+^=BO, «--f-l^so^a pour cosinus fj et enfin, le 

troisième, formé parles fiices 4p^-sso,«-—-s=so, a 
pour cosinus j. 

Les angles du pentagone sont pareillemCTit de trois 
espèces. Le premier est formé par les intersections du 
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planap — ~=«0, et des deux autres «rt-ïsso, les- 
quelles ont pour équations xs=z^Zjyz=z2z^ xzsz^Zf 
y=z—2Zy faisant donc a =ï,i= 2, a's^l-^ô'sss— •a, 
on aura pour fe cosinus de cet angle co» V=s — -^^ h& 
deuxième est formé par les droites d'intersection du 

plan a;-^ ~=r o, et des deux autres ig i ^ - , o,^y4^=0y 

lesquelles ont pour équations Jt= l t^yma^z^ xssi\zy 

^j/^sEs-^^z; les hypothèses a===a's=|, 6=2, ô'= — |, 

donnent cosVsta— -^» Enfin , le troisième est formé 

par les intersections dii plan.ar— ^s=so, avec les autres 

plans « -f- ~^ = o , jr -fi- - s=: o j ces intersections ont pour 
équations a?=:o,^s=5:JS,a:=|0,j^s= — ^je^etlecosY 
devient -— ~=, en y supposant h^isssj^y «'sss"lf ô'sssx. 

Les plans du dodécaèdre pentagonal et ceux de Foc- 
taèdre donnent par leur ensemble l'icosaèdre. On par- 
viendra aisément à calculer les angles de ce solide, puiis- 
que l'on connaît les équations de toutes ses Êices; je 
me dispenserai de les chercher, et de calculer pareille^ 
ment les élémens du trapézoèdre solide qui peut 
dériver du cube par un pointement à trois iàces sur 
les angles. Mon but n'est pas de donner la théorie com^ 
plète de la Gristallc^raphie^ mais seulement de laisser 
entrevoir comment on pourrait la développei* au moyen 
des calculs précédens. 

Si le parailéiipipède est du genre de ceux que M. Haiiy 
a nommés rhomboïdes , on a tt:=é:=:}^,etAs=Bs=:C* 
Li'équation générale des décroissemens est 

m it p ' j 
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h forimiJe qui donne Fangle de deux droites donne 

Les jé^ations d'une perpendioukire ^u plan 

je jf « 



sont ^^K • — ' ^ ■ '■ ■ ; — *> 

i * .^ * . 1 _ 

p jn n p cas « 

1 L — i -J- ^ 

n m 5 ' »co^tf 

i. ^ 1 ^ i + _ ^ 
p "^ îrt K ' jpcos «r 

Les troncatures sur les sontmete^urcmt pour équation 



54-1! 4- ^=s:os celles qiid ont limLJ£»r ks angles laté* 
m ^ n f ^ ^ . 

raux seront représentées par les trois équations 

* i y I * 

— + * --^ • Ï3»0* 

m n p 

L'axe du rhomboïde a pour équations jrass^asjc.î^ottr 
queles troncatures latérales lui soient parallèles, il faut 
que leurs équations soient sati3raites par les hypothèses 

:!c=r=JS, c'est-à-dire qu'il feut que Ponait — = r 
A^ - Si le décroîssemenl qui donne lieu à cette ^ron-^ 

cature sur l'angle n'est pas intermédiaire , on doit avoir 
12; =: j9 j le cristal secondaire sera un pnsme hexaèdre 
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régulier si n^-^m^ car alors ces &ces seront parallèles 

à Faxfi. Si le décroUscment a lieu sur les arêtes, - =9 o. 

■P 

U faut alors que rnssan pour qut; le qristal secoudaire 
soit encore un prisme hexaèdre. 

En général I les troncatures latérales conduisent à 
des dodéeaèdiHiii^ et les troncatures sur les arêtes du 
sommet à des rhomboïdes. Les formules prétiminaîrqs 
donneront le moyen de calculer tous les angles de ces 
solides. 

Par exemple, les trois &ces d'un rhomboïde secon- 
daire peuvent être représentées par les équations ^ 

"*" f ~^' m "^ n~^^ S "^î**^" ^^ équations de 
la droite d'intersection des deux premiers plans sont 

apsss——«,j^aBs—«j celles de Tintersection du pre^ 



mier et du troisième sont pareillement ;v es ~ « ^ 






yssz^ — — «. Si donc l'on fait ass; ^ 6c5= --, a'ss^t 

j^' s=r --^ — danscosY, onauraFangleplan du rhomboïde. 

Dans lecas particulier ou m:ssn^ on a ae=Sï-*- 1^ 6== i, 

a'c=si,6'ca=-~i etcosVsss;? — -.(csscosofr). 

Le parallélipipède peut être encore tel, que sa base 
repose sur les arêtes; alors deux des angl^ a^ Cj y seu- 
lement sont égaux. Il peut être obUque a base rectangle^ 
ou droit à base oblique* Enfin 9 sa base peut être un 
rhombe : ces cas particuliers produiront de grandes sim- 
plifications dans les formules générales. Il est cxtrémt* 
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ment rare que le parallélipipède soit parlaitement 
irrégalier. 

De Voetaèdre, du tétraèdre, du prisme hexaèdre. 

Si l'on T^t seulement placer l'octaèdre le plus symé- 
triquement possible, on peut prendre pour axes coor« 
doimés ses trois axes de figure. Soient aA, iiB^^C leurs 
longueurs; les équations des&ces de ce polyèdre seront 

ai sa base était un rectangle, il vaudrait mieux prendre 
les axes coordonnés qui doivent être situés dans son 
plan , parallâes aux côtés de ce rectangle. Les équations 
des &ces seraient alors de k forme 

Le tétraèdre a toutes ses &ces parallèles à celles dixm 
octaèdre ; il peut donc être placé de la même manière 
que lui, par rapport aux axes coordonnés ; c'est-À-dire, 
que ces axes peuvent joindre deux à deux les milieux 
de deux arêtes opposées et non adjacentes. Si l'octaèdre 
et le tétraèdre sont rentiers , le système d'axes sera rec^ 
(angulaire; si l'octaèdre est symétrique et le tétraèdre 
ihrégulier, le système sera oblique. 

Les axes seront ainsi placés de la manière la plus $y« 
métrique par rapport aux corps que nous considérons. 
Mais comme IML Haûy iBSt parvenu à fidre dépendre le 
calcul des décroissemens sur l'octaèdre et le tétraèdre, 
de celui des décroissemens sur le parallélipipède , il vaut 
mieux prendre alors pour l'angle solide à l'origine un 
des angles solides du tétraèdre* Dans ce ctti, les plans 
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passant par cette ori^ne parallèlement aux faces de Poe- 
taèdre, seront représentés par les équations «=:o> 

^=o,«rs=o,-£-f-^-f-^=oj A^B,C étant les trois 

arêtes du tétraèdre contignes au sonunet que Ton con- 
sidère. 

Quant au prisme hexaèdre et au prisme triangulaire ^ 
la réunion de deux prismes trbdgulâires forme aussi un 
parallélipipède , ce qui ram^e encore le calcul des dé^ 
croissemens sur ces nouveaux corps ^ à la théorie du 
paraUélipipède que nous avons décrite précédemment* 

Je me dispenserai de développer comment M* Haûy 
est parvenu à mesurer les angles des cristaux secon- 
daires de la nature , et à déterminer les nombres relati& 
aux décroissemens. U me suffira d^observer que sa mé^ 
thode est applicable à toute formule générale qui dan-- 
nerait les angles d'une forme secondaire quelconque^ 
et que de telles formules peuvœt s'obtenir au moyen 
des calculs précédées» 

35. Un des grands caractères de la généralité d'un 
calcul, c'est la facilité avec laquelle on peut l'appliquer 
à des questions totalement différentes. Les formules qui 
nous ont servi dans la théorie précédente, peuvent être 
utiles dans touJLesles questions sur les surfaces qui exige- 
raient que lesaxes fossent obliques. Pour prouver en quel- 
que sorte cette assertion y jerapprocherai de l'application 
précédente decesmémesformules^une autre application 
non moins utile, mais sur uin sujet bien différente 

La détermination de l'inclinaison des couches miné-- 
raies par le sondage, dépend de la solution de ce pro- 
blème : Déterminer t angle apec Vhorizon ^un plan 
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dont on etmnaU trois points, question qui peaise traiter 
de la manière fini vante. 

Soient A^ B, G (fig« 3o) les projections horizontales 
des points donnés ou tes ouvertures de trois trous de 
sonde; je désignerai par y, q% ç" les côtés BG, AC, AB 
du triangle ABC, par y Tangle BAC, par p^p'^^p^* les 
ordonnées verlicaiés des points donnes^ ou les profon- 
deurs des trous de sonde A, B X. On peut prendi'e pour 
axes coordonnés les droites AB^ AG, AP, car comme 
ce système d'axesn'annule aucune des quantités p,/^^, 
//', 9f ç\ 9\ 1* formi je finale ne laissera pas que d'être 
symétrique, ^r rapport aux élémens qui déterminent 
la position des points donnés. 

L'équation du plan PP'P" sera de la forme — -+- 2^ 

-^ - = I . Pour résoudre le problème ^ ilsuf&t de calculer 

Tangle que formé la perpendiculaire a ce plan avec la 
droite AP. Si nous désignons par a et h les constantes 
quidéternûnent les équations de cette perpendicidaire^ 
les formules préliminaires donneront pour le cosinus, 
et par suite pour la tangente de cet angle ^ 

les mêmes formules donnent encore pour déterrniner 
a , i^> les équations 

m 

si donc on en déduit les valeurs de ces constantes et 
qu'on les substitue dans tâng V, on trouvera , toute 
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Iréduction &ite^ 



/ 1 . * ^cosy 
_\ / m* ' n* ma 

^ W 1*— COS^Y 



tangV 

cdcukrl.i 

m n 



Les traces du plan sur ceux des zz et des yt devant 
passer par les points P'^ P'V on doit avoir 
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D^aillëorâ le tiiangle ABC doime 

La sobstitntibn de ces valeurs dans tang Y bonduit à 

ou oe qui revient au inéme, 

* aftorf. ABC 

La symétrie de cette formule la rend d!un usage fiicile 
pour ia pratujue. 

Dans le cas particulier ou p't^szp'^ elle se réduit à 

tang V s=: /g^ r /^W p si l'on désigne par h la peipendi-- 

culaire abaissée de A sur BC, on a deux sur£ ABGs= qhy 

d^où tang V ss ^T^ , ce qu'il est aisé de vérifier par la 

Géométrie. 
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On peut toujours ramener h problème à ce cas par^ 
ticulier, cndierchantsurklignePP^dontles équations 

st>nl ^=0,'^+ csri, le point dont l'ordonnée verti- 
cale serait ^ale à /;'; or on a pour déterminer sa coor- 
donnéej^,l'é(juation*^-{-^ = 1 , ce qui dpnue, eu y 

substituant - trouvé précédemment^ 

S donc on voulait déterminer la direction de la 
couche, ou ce qui est la même chose une horizontale 
parallèle au plan , il suffirait de prendre sur AC une 

longueur ADsss y^^s. i la droite BD serait la direc- 
tion demandée. La distance perp^idiculaire P entre 
deux couches parallèles, est facile i calculer d'après 
cela, lorsque Fon connaît leur distance D sur la verti-» 
cale; la simple considération du triangle reciai^le 
dont D est lîiypoténuse et P Fun d^ côtés conduit à 
P = PcosV. 

36. Les calculs précédons sont fondés sur la forme 
dont nous nous sommes servi pour Téquation du plan» 
Cette forme établit une espèce de symétrie entre les 
coordonnées 9f%^x '>^^ ^^ rapprochant s^>arément 
des quantités qui ont avec diaçune d 'elles un rapport 
plus immédiat qu'avec les deux autres. Le plan n'est 
pas le seul lieu géométrique dout l'équation puisse 
posséder cette syniétrie. Les lignes etsur&ces comprises 

dans les équations — 4-'?^ s=si et — ^^^-f-^ssi 
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jouisseat de la même propriété. Celte symétrie rend 
miêmeleur étude très &cile, et la discussion suivante en 
sera la preuve. 

TTiéorème $ur les courbes H surfaces qui ont pour 

équations 

rt« i« * a* b* (f- 

La courbe — 4-'^= i rencontre les axes en des 

points distans de Torigine de a et de h. 

L'équation de la tangente à cette courbe au point x\ 
y peut se mettre sous la forme 

a* ^ *• 

les points où cette tangente vient rencontrer les axes^ 

août distans de l'cMriffi&e de :et de , rvces 

quantités seront moindres ou plus grandes que a^b^ svùr 
vaut que l'exposant a sera pluspetit que l'unité ou la sur- 
passera. D'où il suit que la courbe est convexe du côté 
des axes lorsque ^<^iy et concave pour a> i. On 
s'assurera aisément que dans le premier cas les axes 
août des tangentes à la courbe^ que dans le second ce 
sont des normales. 

Les seules constantes a et i suffisent pour déterminer 
cette courbe ; nous les désignerons sotis la dénomination 
commune de paramètres. Cek posé^ on peut déduire 
de ce qui précède que les panonètres de la tangente au 
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point a^yy\ de la courbesont entre eux dans le rapport 

di» n ^ • 

x'*— » y*— « 

Parmi ïts courbes que nous discutons , on distingue 
i"*. hmBffàe 4t=: i^ la ligne droite - 4*^ = ^« 

3*. Loi^sque 4sa 2, Tellipse -^ i4-*^ s?£ i. 
3*. Lorsque «=— • i, lliyperbole rapportée à deux 
parallèles a ses asymptotes ^ -(* - ^=3 1 • 

4*. Lorsque ass*;^ la parabole rapportée à deux de 

I • i 

X^ yl 

ses langetites -7* H-*'^ âss i. 

5*. Enfin, lorsque (s:;=7, la développée de Tellipse 

PoUr que f origine des coordonnées soit le centré de 
la courbe , il 6ut que a soit pair^ ks exemples (a*), (5^) 
sont dans ce cas; la coUrbe est alors symétrique par 
rapport aux deux axes coordonnés Lorsque rëxpo^^nt 
â. est impair, Torig^'ne des coordonnées n'e$t pasle centre 
de la cQ^be , cette courbe n'est pas symétrique par 
rapport aux axes , et même lorsque a est plus petit que 
l'unité , la courbe ne sort pas de Pangle des coordonnées 
positives, ex. (i*) (4*). 

L'exposant a seul caractérise Fespèce de courbe que 
Ton considère ; et pour cela , je désignerai par courbe «e, 
courbe f, celles dont les exposans seraient a et C 

Imaginons que l'on donne pour paramètres à une 
courbe a les coordonnées d'un point^ que noua nom* 






J 



( Ï07 ) 
tneitms direût$ur^ seulement assujéti à se trouver sur 
une autre courbe C in?ariàb}e, que j'àppelietai courbe 
directrice. L'ensenible de toutes les courbes « ainsi 
dirigées 9 sera enveloppé par une courbe y du genre 
que nous considérons^ et il y a cela de paiticiilier, qu^une 
courbe y est réciproquement l'enveloppe de toutes les 
courbes 6 qui auraient leurs points directeurs sur une 
courbe et. Ce théorème que nous allons démontrer, et 
dont nous déduirons nombre de conséquences, est ana* 
logue à un autre théorème sur les surÊices, que nous 
démontrerons aussi par la suite. 

Soient m et n les paramètres variables de la courbé 
génératrice a, ; eUe aura pour équation dans une posi* 
tion particulià^ 

Soient a et 5 les paramètres coïistans de la directrice 
€y elle aura pour équation 

ce 

Si Ton âimine n entre ces deux équations, on n^aura 
plus qu^un seul paramètre variable dans l'équation des 
génératrices, et il sera facile ensuite d^en trouver l'en- 
veloppe. Or, ces deux équations peuvent se mettre sous 
la forme 



n 



0L 



m* 4* tt** 



si l'on élève la première à la puissance C, la deuxième 
à la puissance a , et qu^on les multiplie ensuite l'une 
par l'autre, n se trouvera éliminé, él les génératrices 
auront poui équation 
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on en déduira l'équation de Teuveloppe, en la différen- 
ciant par rapport à m, ce qui donne 



c - ^ 



on (s) T ss — , ij»=a«*+^ a*"*'^; 

a^ m* 

éliminant m entre les équations (i) et (ii)^ on en déduit 
successivement 

— wn 

telle est Féquation de l'enveloppe y; elle est du genre 
des courbes que nous discutons, et il ^ciste entre les 
exposans de la directrice^ de l'enveloppée et de l'enve^ 
loppe, la relation 

Gomme cette équation est symétrique en tf et C, la 
réciprocité que nous avions annoncée s'en déduit aisé* 
ment. 

Dans toute cette discussion y Tangle formé par les axes 
peut être arbitraire j nous profiterons de cette génâralîté 
dans les exemples, pour en déduire des principes plus 
étendus. U est bon de remarquer que toutes lesfoi^qne 
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nous considérons la courbe 1 comme la développée de 
l'ellipse^ nous sous-entendons que les axes sont rectan- 
gulaires. 

Si aszri, C^=iy ana^c=|. Donc si par un point D 
(fig. 39) pris sur le côté BCd'un triangle ABC , on mène 
DM,D]N parallèlesà AB, AC, la diagonale MTf du paralr 
lélogranune AD sera tangente à la parabole GDB inscrite 
dans l'angle BAC, et dont B et C seraient les points de 
contact avec AB et AC Cette parabole est unique, 
puisque quatre points déterminent une parabole, et que 
deu3L contacts équivalent à quatre points. 

On peut déduire de cette propriété un moyen géo- 
métrique de mener à ime parabole dont on. connaît 
seulement les deux tangentes en deux points détermi- 
nés , une autre tangente assujélie à passer par uu 
point donné sur son plan. 

La Solution du problème se réduit à trouver sur BC 
(fig. !29) le point D , pour lequel la diagonale MN passera 
J)ar le point ?• Concevons MN prolongée jusqu'à la ren- 
contre de BC eti L, menons par le point P les lignes 
PE etPF, parallèles aux côtés AB, ACdu triangle ABC. 
Le parallélisme des lignes MB, PË, iSDj et celui des 
trois autres MD, PF, NC, donnent les proportions 

iJ5:Ll>::LMtLN::LD:LC::LE:LF, 
d'où LE— le: ld— lP::le— ld : lf— lg, 

et BE.CF=DE.DF. 

Il suffit dotic de partager la Ugne EF en deux parties 

dont le rectangle soit ^al à BE.CF. 

Le problème aUra deux solutions, une seule ou sera 
impossible suivant que BË.CF sera plus petit, égal ou 

fâus grand que j EF ; c^est qu'alors le point sera dehors , 
dessus ou au dedans delà parabole. 
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Sî le point P n'était pas dans Fangle BAC, le point 
D se trcNiTerait sur le prolongemeiit de ËF^ il suffirait 
alors de oonstruire deux lignes De, DF de différence 
dounéeEF dont le rectangle serait BEXF; dans ce cas^ 
il y aurait toujours deox solutions* 

On peut d'ailleurs déterminer aisément la droite qm 
joint les points de contact des tangentes menées par le 
point P à la parabole. A ceteflfet, on construira les points 
directeurs des tangentes primitives, relativement i ces 
nouvelles tangentes considérées comme axes; la droite 
qui les joindra devra contenir leurs points de contact 
avec la courbe. On pourrait ainsi construire la parabole 
par points* 

a*- Pour Assea, €:ssz2. la relation -= i -f-> donne 

On en déduit iiisément la solution de ce proUème 

indétemùné : Inscrire une ellipse dans un parallèle^ 

gramme donné. On peut se donner en outre ou bien le 

rapport des diamètres, ou bien un cercle à la surftce 

duquel celle de l'ellipse proposée devrait être équiva* 

lente. Pour le premier cas , il suffit de mener par l'origine 

une droite telle, que ses coordonnées soient dans le rap* 

port donné; son intersection avec l'ellipse directrice, sera 

le point directeur del'ellipaedemandée. Pourrésoudre le 

second, désignons par R le rayon du cercle donné, par 

aa^ubj les diagonales du parallélogramme, par «n'angle 

qu^elles forment entre elles, par x ^y les demi-diamètres 

de l'ellipsQ cherchée } on aura pour les déterminer les 

deu:ii équations 

, . ** , y» m» 
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Si Ton ajoatç les équatinns (i) et (a), les ineonnue» é^^ 
yront encore satis&îre à réquation résultante 

les ^ints directeurs iiicbimti& seroiat donc donnés par 
rintersection derellipse(i) etde la droite (3). Le rapport 
deg pammètres de cette droite est toujours celui des axes 
aétbi die est donc constamment parallèle à un des 
côtés du rhombe. Si Ton nl^3 & l'eUipse circonscrite 
une tangente parallèle icette droite ^ le point de contact 
déterminera l'eUipsê inscrite dont la surfece est un 
masimum. Pour cette courbe, les différentielles des 
équations (i) et (2) doivent a?oir lieu en même tempsj 
on doit donc ayoir 

éfo,^ î*! + ^«D d'où ?=:>• 

Fellipse maximum inscrite est donc semblable àfeUips^ 
circonscrite. 

Les deux, problèmes précédens peuvent servir dans 
la construction d une voûte elliptique, lot-sque l'eâpace 
qui doit la contenir est terminé par une base rectangu- 
laire ou plus généralement parallélogramique. 

On déduit encore de ce second exemple un mojen 
de mener une tangente commune à deux ellipses con- 
centriques rapportée» à deux axes quelconques passant 
par leur centre commun ; elles ont pour équations 

Sien les retranche FunedeVautre y Téquation résultante 
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sera celle de deux droites passant par le centre et par 
les points d'intersection des ellipses proposées. 11 est 
aisé de conclnre de là que ces quatre points d'intersec- 
tion sont les quatre sommets d'un pai^allélogramme, et 
qu'en menant par le centre deux diamètres parallèles 
a ses côtés , ils seront conjugués entre eux pour l'une et 
l'autre ellipse* 

Prenons pour axes ces deux nouveaux diamètres. Les 
tangentes communes demandées forment évidemment 
un parallélogi'amme à la fois circonscrit aux deux ellipses. 
On. peut déterminer aisément Pellipse qui lui est elle- 
miême circonscrite, et qui a ses diagonales inconnues 
pour diamètres conjugués , car on connaît deux de ses 
pmnts y savoir, les directeurs des ellipses proposées. 
Cette considération ramène la solution de ce problème 
à€elui-<)i; Faire passer par deux points donnés une 
ellipse dont on connaît le centre et les directions de deux 
diamètres conjugués. On trouvera dans le problème de 
ia page 53 tous les élémens nécessaires pour achever la 
présente solution. 

3*. Pour«=:i,^=!8,ona2=5a,5=i, ona^ssf. 

La courbe f est , comme nous Favonsindiqué, la déve- 
loppée de l'ellipse j on peut le démontrer de la manière 
suivante. 

Soit(i)-^+fe=ïj réquation d'ime elQpse rap- 
portée à son centre et à ses axes ; l'équation en xfy de 
la normale au point x^y sera 
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Pour avoir une équation qui appartienne au point 
de rencontre de cette normale, et de son infiniment 
voisine, il suffit de différencier (7) par raj^ort à x et à 
j^y ce qui donne 

L'élimination de;r, j^ entre (i), (a) et (3) conduira à 
l'équation en x^^ de la développée. Si l'on pose 

A'(i— ^)=sR%anendéduiray=^^, «=^^»* 

îjà substitution de ces valeurs dans les équations (i) et 
(3), donne les deux équations 

AV* By* 

r%\ AVy . By » _ 
^^^ (A^ — K^'^CB*— K»)3 — ^' 

entre lesquelles l'élimination de K doit conduireà Féqua- 
tion de la développée. Or, si F(»5 j^, R) = o représente 

lapï?emièi^, 2g^=o représentera la seconde j donc la 

développée de l'ellipse proposée est l'enveloppe d'ime 
série d'autres ellipses qui lui sont concentriques, dont 
les axes a , b sont liés entre eux par l'équation résul* 

tante de l'élimination de R* entre (6) as= A -— rr-» 

K* 
£s=B — -g-, et qui est 

(7) — nB* + Aî=*'* 

la suite des points directeurs de ces elKpses est donc 
une ligne droite, leur enveloppe d'après l'exemple dont 
nous nous occupons, est donc la courbe |, et cette der- 

3 
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nière courbe est identique avec la développée de Fel^ 
lipse* 

Il suit de ce troisiènie exemple , que si l'on construit 

A* B* 

Vellipse dont les axes sont -g- — B , A — v * ^^ ^^^ ^ ^^ 

mémessommets que la développée, tousses points seront 
directeurs des tangent es à la développée ^ lesquelles sont 
normales à l'ellipse proposée. 

On peut s'appuyer sur cette propriété pour mener 
une normale à l'ellipse par un point P donné. 

Si le point P était sur là développée^ il y aurait une 
des normales qui lui serait tangente en ce point. On 
constiTiira cette droite en observant que ses paramètres 

sont entre eux dans le rapport y -r^, et que par con- 
séquent son point directeur est celui de l'ellipse circon- 
serite, dont les ordonnées sont dans le même rapport. 

Si le point P était sur un des axes , sur cehii des x par 
exemple , il déterminerait l'abscisse des points de Tellipse 
directrice, directeurs des normales demandées. 

En généi-al y ces points sont donnés par les intersec* 
ttons de l'ellipse directrice, et du lieu géométrique des 
points directeurs de toutes les droites passant par le 
point P. Cette dernière courbe est une hyperbole qui 
passe par l'origine , et dont les asymptotes sont les pa- 
rallèles aux axes menées parle point donné. En eflfet, 
soient m et /» ses coordonnées, x^ y les paramètres 
d'une droite quelconque menée par ce point; on devra 
avoir 

(8) --+-=>; 

et comme xeij dét erminentle point directeur de cette, 
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droite, réquatioB (8) en est le lieu géométrique : en la 
discutant on reconnaîtra aisément ce que nous avions 
àzinoncé. 

Sous le rapport de la Géométrie, on pourra décrire 
par points cette hyperbole, puisque Ton connaît ses 
asymptotes et l'un de ses points; ses intersections avec 
l'ellipse dlrectiîce compléteront la solution* D'après la 
forme de la développée à laquelle on veut mener une 
tangente par le point donné , s'il est intérieui\ il y aura 
quatre solutions, deux seulement lorsqullsera extérieur j 
enfin, l'hyperbole aura avec l'ellipse directrice deu:! 
points communs , et un contact lorsque le point donné 
sera situé sur la développée même. 

Sous le rapport de l'analyse, l'élimination de Fane 
des coordonnées, y par exemple , entre l'équation (8) et 
celle de Tellipse directrice, que je mettrai sous la forme 

(9) "~a +"1^ ^= I î conduira à une équation du quatrième 

degré en x , qui aura ses quatre radnes réelles et inégales ^ 
réelles et deux ^les, ou enfin , deux réelles et deux 
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imaginaires, suivant que l'on aura*-; 4—--— i^ néga- 

tif , nul ou positif. On peut réduire la difficulté à la ré- 
solution d'une expiation du troisième degré de la manière 
suivante : mettons les deux équations (8) et (9) ^ous h 
forme 

— + -|Jr— «=o, 

atxy anx ûtny 
ab ab ab 

z étant une indéterminée quelconque, si on les ajouté^ 
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récpiation résultante sera celle d'un lieu géométricpe 
d u second degi*é , passant par les intersections des courbes 
(8) et (9). On peut disposer de rindéterminée z, pour 
que cette nouvelle équation 

représente l'ensemble de deux lignes droites. Cette cou*- 
dilion exige que z soit une des racines de l'équation 

Si donc on peut résoudre cette dernière équation du 
troisième degré, qui manque déjà de second teione, une 
quelconque des valeurs de z substituée dans l'équation 
(10)) la rendra décomposable en deux facteurs du pre- 
mier ordre, qui, combinés successivement avec l'équa- 
tion (9) , donneront les coordonnées des quatre points 
cherchés. 

On pourrait encore se proposer dans l'exemple pré-^ 
sent, d'inscrire dans la courbe |, ime eUipse dont le 
rapport des diamètres fiât donné, ou dont la sur&ce fût 
équivalente à un cercle de rayon R. Le premier de ce9 
problèmes se résout en menant par l'origine une ligne 
telle que ses coordonnées soient dans le rapport donné; 
son intersection avec la droite directrice sera le point 
directeur de l'ellipse demandée. Pour résoudre le second 
problème, soient x^jr les diamètres de l'ellipse cher- 
cliée, <r l'angle formé par les axes; on devra avoir 

xy s= -ï~j. Le point directeur de l'ellipse sera donc 

donné par l'intersection de la droite directrice et d'une 
hyperbole, qui aurait pour asymptotes les axes coor-^ 



donnés^ Il y aura en général deux solutions; si elles 
réduisent à une seule ^ c'est que la sur&ce deFellipse 
inscrite est une extrême grandeur; alors lliyperbole 
étant tangente à la directrice, ne pourrait Fêtre qu'au 
point miUeu de cette droite; il sera donc le point direc-^ 
teur de Fellipse inscrite dont la surface est la plus grande, 
et qui, dans ce cas, est semblable à l'ellipse dfoonscrite 

On résoudrait absolument de la même manière ces 
deux autres problèmes : Inscrire dans la courbe | un 
parallélogramme, ou dans la dépelo^ée de VelUpse^ 
un losange qm ait ses sommets sur les axes, dont les 
diagonales soient dans un rapport donné, ou bien dùnt 
la surface soit équivalente à celte d^un carré donné 
R\ Onverrait que, dans ce dernier cas, leproblèmeadmet 
deux solutions ; que le parallélogramme inscrit dont la 
surface est un maximum, a pour point directeur celui 
de contact d'une tangente à l'ellipse directrice, parai* 
lèle au cotié du paraîlâogramme circonscrit, auquel 
celui que l'on veut inscrire sera semblable. 

La discussion des surfaces représentées par les équa^ 
lions 

a*^i* c* 

se fera de la même manière que celle des courbes pre« 
cédentes* Les seules constantes a , 6, c et l'exposant « 
suffisent pour déterminer la surface. L'exposant tt en 
spécifie l'espèce, et les paramètres^, (, c la particularisent 
en elle-même. Je désignerai dorénavant par surÊtce a, 
l'espèce de sur&ce dont l'exposant est «• 

Imaginons, comme dans la discussion précédente , 
que les coordonnées d'un point que j'appellerai directeur 



serrent de paramètres à une sur&ce a , el que ce point 
6oit seulement, assujéti a se trouver sur une autre surface 
€ que j'appellerai aussi surface directrice; Fensemble 
de toutes les surfiices a sera enveloppé par une autre 
sur&ce y qui sera du nombre de celles que nous discn- 
tonsj et il y aura cela de particulier, que la surface (y) 
pourrait être encore Tenveloppe de toutes les sur&ces C 
qui auraient pour directrice ime surface «. Ce théorème 
peut se démontrer de la manière suivante. 

Désirons par m, n ^ jp les paramètres d'ime sur&ce 
génératrice et , par a^b^c ceux de la sur&ce directrice C« 
On devra avoir 

Pélimiioation d'un des paramètres variables, de p par 
exemple^ donne 

on obtiaidra l'enveloppe de tontes les snr&ces <t , en 
différenciant sirccessivement Féquation (i) par rapport 
à m et n, et éliminant ces deux paramètres au moyen 
des écpiations difl^entielles 

( — îl — ^^ ^ —( ^^^ '^^\:ù 

elles donnent -^=5---, 7%œ^ ; on en déduit succès- 
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et enfin on a^ pour Fécpation deFenveloppe, 

itC otC irf 

ar+^ i*-*-^ c*-*-^ 

elle est comprise dans l'équation générale , son exposant 
y est lié aux exposans ce y € par la relation 

1 _ I , i 

cette équation étant symétrique eti a et ^, la récipro- 
cité que nous avons annoncée en est une conséquence. 

Sil'ou&it «essi^f =ss2, on trouve ^^s^i. 

liOrs dono que la génératrice est un dlipsofde ainsi 
que la directrice , l'enveloppe a pour équation 

±1- ±*i ±: . = 1, 
abc 

et comprend les huit plans qui passent par trois des six 
sommets de la directrice, en sorte que cette enveloppe 
est un octaèdre symétrique. 

On peut se proposer d^înscrire dans un tel octaèdre 
un ellipsoïde quelconque* Le problème est alors iudé^ 
terminé , il suffit de prendre pour axes les trois diaga* 
nales de ce polyèdre, de concevoir un ellipsoïde qui 
aurait ces mêmes diagonales aa, sb, 2c pour diamètres 
conjugués; un quelconque de ses points pourra servir 
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de directeur à Fellipsoïde inscrit demandé. Si l'on voioh 
ladt q[oe les paramètres de cette sur&ce fussent dans des 
npporta donnés ^ il suffirait de chercher l'intersection 
de l'ellipsoïde directrice avec un diamètre dont les 
coordonnées seraient dans les rapports demandés ; c'est 
tm problème de Géométrie descriptive assez simple ; de 
plus y l'Analyse donnerait aisément les coordonnés de 
ce point d'interseotion. 

Supposons que les diagonales du polyèdre soient rec- 
tangulaires ; on pourra demander que l'ellipsoïde inscrit 
ait une solidité donnée, par exemple celle d'une ^hère 
de rayon R. Désignons par x^y^ x les axes de la sur&ce 
inconnue; on devra avoir 

0) xy% = K\ 

et tous les points d'intersection de cette surface et de 
rellipsoïde, pourront servir de directeurs à l'ellipsoïde 
demandé. Le problème est donc encore indéterminé ; 
mais si l'on exige qu'en outre la section horizontale de 
cet ellipsoïde ait une surface donnée, par exemple celle 
d'un cercle de rayon R', on devia avoir (2) «yr3=R'% 
et le point d'intersection de ces deux sur&ces et de l'el- 
lipsoïde directrice 

(3) |+^+S=« 

sera le directeur de la sur&ce demandée. Le demi-axe 

R* 

vertical sera xssn^ et les deux demv^axes horizontaux 

les coordonnées dupoint d^tersection des deux courbes 



Nous avons ramené précédemment la recherche de cette 
intersection à construire celJe d'uneli^e droiteet d'une 
ellipse. 11 y a donc deux solutions ; mais les sur&ces 
correspondantes ont le même axe vertical. 

Sila solidité de l'ellipseinscritedoit être lapins grande 
possible, il &udra que Ton ait d'après les équations (i) 
«1(3) 

(5) ^+^4-^=0, 

X y % 

Multipliant la première de ces différentielles par — et 
les retranchant, il faudra que l'équation 

soitsatisfaite^^pielquesoitle ^, ce qui exige que Pon 

ait (8) - sr-v = -. L'ellipsoïde inscrit nmximum doit 

donc être semblable au circonscrit. Les équations (5) et 
(6) sont les différentielles des équations (i ) et (3) ; en les 
combinant ensemble, on exprime que les deux sur&ces 
sont tangentes; les relations (8) transforment les équa* 
lions (5) et (6) en 

c'est Féquation différentielle du pkn tangent. 11 est pa- 
raBèle à l'une des facesi de l'octaèdre, ce qui donne un 
mf^cai &cile de trouver par la Géométrie descriptive, 
IfB. poinl directeur de Fdlipsbïde inscrit, maximum en 
sofidité. 

On peut pareillement déduire^de cet exemjde la soli»- 



tion de ce problème : Mener un plan tangent commun 
d trois ellipsoides concentriques. D'après un théo- 
rème connu ) trois sur&ces du second degré concen- 
triques ont toujours un système de plans diamétraux 
conjugués communs. Prenons ces plan8 pour les coor- 
donnés, les trois ellipsoïdes auront pour équations 

X* V» *• 

les plans tangens demandés forment évidemment un 
octaèdre dont les fiices sont parallèles deux à deux, et 
dont les six sommets sont sm* les trois axes. L'ellipsoïde 
circonscrit qui a les diagonales de ce polyèdre pour 
diamètres conjugués, est celui qui passerait par les 
points directeurs des ellipsoïdes donnés. Soient A, B, 
C les trois paramètres inconnus de cette sur&ce; ou 
devra avoir pour les déterminer les trois équations 

— •1-xL -L. 2-3-1 
îLo-!! L?L— . 1 

A^^lP^l^ — ^* 

on en déduira facilement 7» g* g' ^^ fonction de a, 
C, y^ et\ etc.; substituant ensuite ces valeurs dans 

on aura l'équation des plan^ tangens demandésti 
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Ce dernier problème n'est qu'un cas particulier de 
celiii'CÎ : Étant donnés les directions de trois diamètres 
conjugués et trois poirrU dC une surf ax^e du second ordre p 
l€t déterminer. Même dans ce cas général, il peut se 
résoudre par la Géométrie descriptive , au moyen des 
divers théorèmes démontrés plus liaut. Je vais indicjuer 
cette solution. Je crois qu'un peu de réflexion suppléera 
aux figures qui seraient trop compliquées pour être pla- 
cées dans cet ouvrage. 

Soient OX . O Y5OZ les directionsdes trois diamètres 
conjugués, A , B, C les trois points donnés. Soient pa- 
reillement AS B', a, A", B'; C, Â!'\ W% C* les points 
symétriques de A , B , C , dans les angles solides formés 
par les plans XOY, XGZ, YOZ , qui ont Taxe OX pour 
arête commune. 

Au moyen de ces données proposons-^nous de con- 
struire le plan diamétral de la siu*face demandée, con- 
jugué à la direction AB''. Ce jJan devant passer par le 
centre O, et par te milieu de AB", il suffit de trouver 
un autre de ses points. Or, les deux plans parallèles 
BB'B"B% CCeC% l'ensemble des deux plans BB'CC' 
W&"C'C^y et Fensemble des deux autres BB"CC", 
B'B'"C'C, peuvent être considérés comme trois sur&ces 
du second degré, ayant huit points communs avec I9 
sur&ce proposée; leurs plans diamétraux conjugués à 
la direction AB" se couperont en un point par lequel 
devra passer le plan diamétral de la sur&ce proposée, 
conjugué à k même direction (page 87, théorème) 
lequel sera dès-lors complètement déterminé. 

Cela posé, les courhcs ABC, A'B'C de la sur&ce 
^proposée , sont situées sur un cylindre dont Taxe parai- 
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itle à la direction O Y, contient les centres dé ces mêmes 
courbes. Ce cylindre , la sur&ce proposée et Tensemble 
des deux plans ABC , A'B'C' ayant mêmes intersections, 
leurs plans diamétraux conjugués à une direction quel- 
conque , se couperont suivant une même droite (page 35 , 
théorème). On construira les plans ^métraux de la 
8ur&ce et de TensemUe des deux plans conjugués à AB''; 
le plan mené par leur intersection parallèlement à OY^ 
aéra un des diamétraux du cylindre. Par uneconstruo 
tion semblable, on déterminera le plan diamétral de ce 
même cylindre conjugué à AC. Uinterseciion de ces 
deux pkns sera Taxe dxi cylindre, et donnera le centre 
de la courbe ABC. Cette courbe sera donc complète- 
ment déterminée. 

Maintenant, pour trouver en longueur un des trois 
diaiuètres de la sur&ce, il sufiit de mener, suivant OX 
par exemple, un plan qui coupera la courbe ABC en deux 
points M et rï; ces points suffiront pour construire la 
section &ite par ce plan dans la surface, et par suite la 
longueur de Taxe OX. 

Les problèmes précédens sur l'inscription d'un ellip- 
soïde dans l'octaèdre, peuvent être utiles dans la con- 
struction des voûtes elliptiques, lorsque les dimensions 
du toit sont données. 



FIN. 
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